
II. Regresńı a korelačńı analýza

Problém: hledáńı, zkoumáńı a hodnoceńı souvis-
lost́ı, závislost́ı mezi dvěma a v́ıce statistickými
znaky (veličinami).

Typy závislost́ı: pevné a volné

Pevná závislost – každé hodnotě jedné veličiny
odpov́ıdá jedna a jen jedna hodnota jiných
veličin
– (většinou v teoretické oblasti)

Volná závislost – hodnotám jedné veličiny odpov́ı-
daj́ı r̊uzné hodnoty jiné veličiny
– při změnách hodnot těchto veličin se projevuje
určitá obecná tendence
– (v praktických situaćıch)

Statistická závislost – volná závislost mezi kvanti-
tavńımi veličinami

Metody regresńı a korelačńı analýzy – slouž́ı k
poznáńı, matematickému popisu stat. závislost́ı a
k hodnoceńı závěr̊u o vztahu zkoumaných veličin.

Jednostranné závislosti – regresńı analýza
– zkoumáńı obecné tendence ve změnách závislé
veličiny vzhledem ke změnám nezávislých vel.

Vzájemné závislosti – korelačńı analýza
– d̊uraz na śılu vzájemného vztahu mezi vel.
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• Lineárńı rovnice s jednou nezávislou
proměnnou

Obecný tvar lineárńı rovnice s jednou nezávislou
proměnnou

y = b0 + b1x

b0 a b1 – konstanty

x – nezávislá veličina, y - závislá veličina

Graf lineárńı rovnice s 1 nezávislou proměnnou –
př́ımka; každá př́ımka, která neńı kolmá na osu x

Geometrická interpretace b0, b1

b0 – y-úsek (intercept)

b1 – směrnice (slope): indikuje změnu y-hodnoty,
která je zp̊usobena změnou x-hodnoty o jednu
jednotku
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1. Regresńı př́ımka

Předpoklady:

X – nezávislá (vysvětluj́ıćı) veličina (proměnná),
regresor

Y – závislá (vysvětlovaná) veličina (proměnná)
náhodná veličina

P1. Teoretická regresńı př́ımka:
∃ př́ımka y = β0 +β1x : ∀x E(Y |X = x) = β0 +β1x

P2. Shodné směrodatné odchylky:
σ(Y |X = x) = σ(Y ) ∀x

P3. Normalita:
∀x Y ∼ N- rozděleńı

If ∃ β0, β1 a σ : ∀x Y ∼ N(β0 + β1x, σ2) =⇒
P1–P3 splněny

Předpoklady P1, P2, P3 – model regresńı př́ımky

Symbolické vyjádřeńı:

Y = β0 + β1X + ε = η + ε

ε ∼ N [0; σ2]

β0, β1 – parametry (koeficienty) regresńı př́ımky
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• Výběrová (empirická) regresńı př́ımka

x1, x2, · · · , xn – pozorované hodnoty veličiny X

y1, y2, · · · , yn – pozorované hodnoty i.i.d. náh. v.

Y1, Y2, · · · , Yn, Yi ∼ N(β0 + β1xi, σ
2)

yi = β0 + β1xi + εi, ηi = E(Yi|X = xi) = β0 + β1xi

β0, β1, σ – obecně neznámé

Ćıl: Odhadnout β0, β1, σ na základě dvojic dat
(xi, yi), i = 1, 2, . . . , n

b0 a b1 - bodové odhady parametr̊u β0 a β1

ŷ = b0+b1x – výběrová (empirická) regresńı př́ımka
– odhad teoretické regresńı př́ımky

Reziduum:

ei = yi − ŷi

n∑

i=1
ei = 0

ei – odhad hodnoty náhodné veličiny εi

Reziduálńı součet čtverc̊u:

SR =
n∑

i=1
e2
i =

n∑

i=1
(yi − ŷi)

2
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• Bodové odhady parametr̊u β0 a β1

Kritérium: Minimalizace součtu čtverc̊u SR

SR = S(β0, β1) =
n∑

i=1
[yi − (β0 + β1xi)]

2

Nutná podmı́nka pro minimum ryze konvexńı
funkce S(β0, β1) dvou proměnných β0, β1:

∂S

∂β0
|β0=b0,β1=b0= −2

n∑

i=1
(yi − b0 − b1xi) = 0

∂S

∂β1
|β0=b0,β1=b0= −2

n∑

i=1
(yi − b0 − b1xi)xi = 0

Systém normálńıch rovnic

nb0 + b1

n∑

i=1
xi =

n∑

i=1
yi

b0

n∑

i=1
xi + b1

n∑

i=1
x2

i =
n∑

i=1
xiyi

Řešeńı:

b1 =
∑n

i=1 xiyi − nx̄ȳ
∑n

i=1 x2
i − nx̄2

=
sxy

s2
x

b0 = ȳ − b1 x̄

Výběrová regresńı př́ımka:

ŷ = ȳ − b1x̄ + b1x = ȳ − b1(x− x̄) = ȳ − byx(x− x̄)
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• Bodový odhad rozptylu σ2

Předpoklady: P1–P3 pro model regresńı př́ımky

Bodový odhad σ: s2
R

s2
R =

SR

n− 2
, SR =

n∑

i=1
(yi − ŷi)

2

Směrodatná chyba odhadu rozptylu σ (reziduálńı
směrodatná odchylka) (standard error of estimate)

sR =

√√√√√√
SR

n− 2

Interpretace sR : vyjadřuje jak se v pr̊uměru hod-
nota ŷ veličiny Y lǐśı od pozorované hodnoty y
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• Rozděleńı odhad̊u b0, b1 a ŷ

b0 − β0

sb0

∼ t[n− 2];
b1 − β1

sb1

∼ t[n− 2];
ŷi − ηi

sŷ
∼ t[n− 2]

sb0, sb1 – směrodatné chyby odhad̊u b0 a b1

s2
b0

= s2
R



1

n
+

x̄2

∑n
i=1(xi − x̄)2


 = s2

R




x2

∑n
i=1(xi − x̄)2




x2 =
n∑

i=1
x2

i

s2
b1

= s2
R




1
∑n

i=1(xi − x̄)2




sŷ – chyba regresńı př́ımky pro i-té pozorováńı yi

sŷ = s2
R




(xi − x̄)2
∑n

i=1(xi − x̄)2




Pro n > 30 lze použ́ıt aproximaci N [0; 1]-rozděleńım

b0 − β0

sb0

≈ N [0; 1];
b1 − β1

sb1

≈ N [0; 1];
ŷi − ηi

sŷ
≈ N [0; 1]
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• Intervaly spolehlivosti pro β0, β1, ηi

Předpoklady: P1–P3 pro model regresńı př́ımky

¦ Koeficient spolehlivosti: (1− α)

¦ Bodové odhady β0, β1, ηi: b0, b1, ŷi

¦ Krajńı body 100(1− α)% intervalu spolehlivosti:

b0 ± t1−α
2
(n− 2) sb0

b1 ± t1−α
2
(n− 2) sb1

ŷi ± t1−α
2
(n− 2) sŷi

i = 1, . . . , n

sbi – směrodatná (standardńı) chyba odhadu
bi, i = 0, 1

sŷi
– chyba regresńı př́ımky pro i-té pozorováńı yi

t1−α
2
(n− 2) – 100(1− α/2)% kvantil Studentova
t-rozděleńı s (n− 2) stupni volnosti
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• Testy hypotéz o parametrech β0, β1

Individuálńı t-test :

H0 : βi = 0 versus H1 : βi 6= 0 i = 0, 1

◦ Testovaćı statistika:

Ti =
bi

sbi

∼ t[n− 2]

◦ Kritický obor:

|Ti| > t1−α
2
(n− 2)

sbi – směrodatná (standardńı) chyba odhadu
bi, i = 0, 1

t1−α
2
(n− 2) – 100(1− α/2)% kvantil Studentova
t-rozděleńı s (n− 2) stupni volnosti
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Odhad a předpověd’ (predikce)

Využit́ı výběrové regresńı př́ımky:

− pro odhad středńı hodnoty závislé veličiny Y
odpov́ıdaj́ıćı určité hodnotě nezávislé veličiny X

− pro předpověd’ individuálńı hodnoty veličiny Y
odpov́ıdaj́ıćı určité hodnotě nezávislé veličiny X

xP – určitá hodnota nezávislé veličiny X

ŷP = b0 + b1xP – předpověd’ hodnoty yP veličiny Y
pro X = xP

E(Y | X = xP ) – středńı hodnota Y na úrovni xP

Bodový odhad E(Y | X = xP ) : b0 + b1xP

Bodový odhad středńı hodnoty Y na úrovni xP je
shodný s předpověd́ı individuálńı hodnoty yP .
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• Interval spolehlivosti pro E(Y | X = xP )

t-rozděleńı pro IS v regresi

T =
ŶP − (β0 + β1xP )

sR

√√√√1
n + (xP−x̄)2∑n

i=1(xi−x̄)2

∼ t[n− 2]

Předpoklady: P1–P3

◦ Koeficient spolehlivosti: (1− α)

◦ Bodový odhad E(Y | X = xP ) : b0 + b1xP

◦ Krajńı body IS pro E(Y | X = xP ):

ŷp ± t1−α
2
(n− 2) sR

√√√√√√√
1

n
+

(xp − x̄)2
∑n

i=1(xi − x̄)2

s2
R = SR

n−2 – reziduálńı rozptyl

t1−α
2
(n− 2) – 100(1− α/2)% kvantil Studentova
t-rozděleńı s (n− 2) stupni volnosti
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• Interval spolehlivosti pro yP

IS pro yP – interval předpovědi (predikce) pro yP

(IP)

t-rozděleńı pro IP v regresi

T =
YP − ŷP

sR

√√√√1 + 1
n + (xP−x̄)2∑n

i=1(xi−x̄)2

∼ t[n− 2]

Předpoklady: P1–P3 pro model regresńı př́ımky

◦ Koeficient spolehlivosti: (1− α)

◦ Předpověd’ hodnoty veličiny Y pro hodnotu xP

veličiny X:
ŷp = b0 + b1xp

◦ Krajńı body IS pro hodnotu yP na úrovni xP :

ŷP ± t1−α
2
(n− 2) sR

√√√√√√√1 +
1

n
+

(xP − x̄)2
∑n

i=1(xi − x̄)2

IP je širš́ı než IS
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2. Kvalita regresńı př́ımky a intenzita
závislost́ı

• Korelace a regrese

Korelačńı model: Y a X náhodné veličiny

Regresńı model: Y náhodná

Regresńı model – širš́ı uplatněńı

◦ Korelačńı koeficient rxy (výběrový):
– popisná mı́ra śıly lineárńıho (př́ımkového)

vztahu mezi dvěma proměnnými

rxy =
sxy

sxsy
=

syx

sysx
= ryx ∈ 〈−1, 1〉

◦ Regresńı parametr b1 a korelačńı koeficient ryx

b1 =
sxy

s2
x

, ryx =
sxy

sxsy
=⇒ b1 = ryx

sy

sx

b1 = 0 ⇐⇒ ryx = 0

Pro teoretické hodnoty plat́ı:

β1 = 0 ⇐⇒ ρyx = 0
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• Vysvětlený a nevysvětlený součet
čtverc̊u

(xi, yi), i = 1, . . . , n – pozorované hodnoty X a Y

◦ Pro odchylky plat́ı:

(yi − ȳ) = (ŷi − ȳ) + (yi − ŷi)

celková = vysvětlená + nevysvětlená
odchylka odchylka odchylka

◦ Pro součet čtverc̊u plat́ı:
∑n

i=1(yi − ȳ)2 = ∑n
i=1(ŷi − ȳ)2 + ∑n

i=1(yi − ŷi)
2

celkový = vysvětlený + nevysvětlený
součet součet součet
čtverc̊u čtverc̊u čtverc̊u

◦Vysvětlený součet čtverc̊u je vysvětlen regresorem
(veličinou X):

∑n
i=1(yi − ȳ)2 = b2

1
∑n

i=1(xi − x̄)2 + ∑n
i=1(yi − ŷi)

2

celkový = součet čtverc̊u + nevysvětlený
součet vysvětlený (reziduálńı)
čtverc̊u z X součet čtverc̊u
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• Regresńı identita

Celkový součet čtverc̊u:

Sy =
n∑

i=1
(yi − ȳ)2

Reziduálńı součet čtverc̊u:

SR =
n∑

i=1
(yi − ŷi)

2

Regresńı součet čtverc̊u:

ST =
n∑

i=1
(ŷi − ȳ)2

Regresńı identita:

Sy = SR + ST

Výpočetńı vzorce pro součty čtverc̊u

Celkový součet čtverc̊u: Sy = ∑n
i=1 y2

i − (∑n
i=1 yi)

2/n

Regresńı součet čtverc̊u:

ST =
[∑n

i=1 xiyi − (∑n
i=1 xi) (∑n

i=1 yi) /n]2

[∑n
i=1 x2

i − (∑n
i=1 xi)2/n]

Reziduálńı součet čtverc̊u: SR = Sy − ST
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• Regresńı t-test H0 : β1 = 0 H1 : β1 6= 0

Test významnosti parametru β1 – rozhodováńı o
užitečnosti X pro Y

Jestliže β1 = 0 =⇒ η = E(Y ) = β0, D(Y ) = σ2

η, D(Y ) nezáviśı na X =⇒
X neposkytuje žádnou informaci o rozděleńı Y =⇒
neexistuje lineárńı vztah mezi X a Y

Regresńı t-test H0 : β1 = 0 versus H1 : β1 6= 0

◦ Testovaćı statistika:

T =
b1

sb1

∼ t[n− 2]

◦ Kritický obor:

|T | > t1−α
2
(n− 2)

sb1 – směrodatná (standardńı) chyba odhadu

t1−α
2
(n− 2) – 100(1− α/2)% kvantil Studentova
t-rozděleńı s (n− 2) stupni volnosti
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• Analýza rozptylu – regresńı př́ımka

Zdroj variability SS Df MS F

Vysvětlený (regreśı) ST 1 ST
1

ST
SR
n−2

Nevysvětlený SR n− 2 SR
n−2

Celkový Sy n− 1

F =
rozptyl vysvětlený regreśı

nevysvětlený rozptyl
=

b2
1

∑n
i=1(xi − x̄)2

s2
R

F-test analýzy rozptylu

– alternativńı zp̊usob testováńı hypotézy

H0 : β1 = 0 (X nemá žádný vztah k Y )

H1 : β1 6= 0

◦ Hladina významnosti: α

◦ Testovaćı statistika:

F =
ST
1

SR
n−2

∼ F [1; n− 2]

◦ Kritický obor:

F > F1−α[1; n− 2]

F1−α(1; n − 2) – 100(1 − α)% kvantil Fisherova-
Snedecorova rozděleńı s 1 a (n− 2) stupni volnosti
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Rovnocenné zp̊usoby testováńı hypotézy:

H0 : β1 = 0 H1 : β1 6= 0

¦ Regresńı t-test

¦ F -test analýzy rozptylu

¦ Test nulovosti korelačńıho koeficientu ρ = 0

Rovnocennost regresńıho t-testu a F -testu:

H0 : β1 = 0 H1: β1 6= 0

◦ Vztah mezi F -statistikou a T -statistikou:

F =
b2
1

∑n
i=1(xi − x̄)2

s2
R

=
b2
1

s2
R/ ∑n

i=1(xi − x̄)2
=



b1

sR



2

= T 2

◦ Vztah mezi kvantily F [ν1; ν2] a t[ν2]- rozděleńı:
Pro ν1 = 1, ν2 libovolné, α plat́ı:

F1−α(1, ν2) = t21−α/2(ν2)

Výhoda t-testu – možnost sestrojit IS pro β1

18



• Koeficient (index) determinace

Koeficient determinace (v regresńı analýze také
název index determinace I2):

R2 =
vysvětlený součet čtverc̊u

celkový součet čtverc̊u
=

ST

Sy
= 1−SR

Sy
∈ 〈0, 1〉

R =
√

R2 – index korelace

R2 – charakteristika kvality regresńıho modelu:

◦ udává jakou část celkové variability lze vysvětlit
zvoleným regresńım modelem

◦ poměrné sńıžeńı celkového součtu čtverc̊u chyb,
kterého doćıĺıme použit́ım regresńı rovnice
mı́sto aritmetického pr̊uměru

Interpretace:

− R2 bĺızké 0 naznačuje, že zvolená regresńı funkce
neńı př́ılǐs vhodná pro popis vztahu X a Y

− R2 bĺızké 1 naznačuje, že regresńı př́ımka velice
dobře vystihuje vztah X a Y
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• Koeficient korelace pořadových č́ısel

Slouž́ı k rychlé představě o intenzitě závislosti mezi
dvěma proměnnými

◦ Spearman̊uv koeficient

rS = 1− 6 ∑n
i=1(ri − si)

2

n(n2 − 1)
∈ 〈−1, 1〉

ri – pořad́ı hodnoty xi, i = 1, 2, . . . , n
si – pořad́ı hodnoty yi, i = 1, 2, . . . , n

rS = 1− stejná pořad́ı ri = si

rS = −1− opačná pořad́ı ri = (n + 1)− si

Hodnoty rS bližš́ı 0 na slabš́ı závislost Y a X
Chceme testovat H0 : ρ = 0 versus H1 : ρ 6= 0
Hodnoty kvantitativńıch proměnných nahrad́ı-
me jejich pořad́ım.

◦ Test :

H0 : veličiny X a Y nejsou lineárně závislé

H1 : X a Y jsou lineárně závislé

¦ Testovaćı statistika pro n ≥ 10:

T =
rS√

1− r2
S

√
n− 2 ∼ t[n− 2]

¦ Kritický obor:

|T | > t1−α/2(n− 2) n ≥ 10

t1−α/2(n− 2) – 100(1− α/2)% kvantil t-rozděleńı
s (n− 2) stupni volnosti
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• Sdružené regresńı př́ımky

◦ Regrese Y proti X

Veličina X – nezávislá (vysvětluj́ıćı) veličina

Teoretická regresńı př́ımka: y = β0 + β1x

Výběrová regresńı př́ımka:

ŷ = b0 + b1x = ȳ + b1(x− x̄) = ȳ + byx(x− x̄)

byx =
sxy

s2
x

= ryx
sy

sx
, b0 = ȳ − byxx̄

◦ Regrese X proti Y

Veličina Y – nezávislá (vysvětluj́ıćı) veličina
Sdružená regresńı př́ımka:

x = α0 + α1y

Odhady parametr̊u α0, α1 : a0, a1 - MNČ

Řešeńı:

a1 =
∑n

i=1(yi − ȳ)xi
∑n

i=1(yi − ȳ)2
=

sxy

s2
y

a0 = x̄− a1 ȳ

Výběrová regresńı př́ımka:

x̂ = a0 + a1y = x̄ + a1(y − ȳ) = x̄ + bxy(y − ȳ)

bxy =
sxy

s2
y

= ryx
sx

sy
, a0 = x̄− bxyȳ
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Párově sdružené regresńı parametry :

byx a bxy vypoč́ıtány ze stejných údaj̊u

¦ X,Y lineárně nezávislé =⇒
byx = bxy = 0

Sdružené regresńı př́ımky na sebe kolmé:

ŷ = ȳ, x̂ = x̄

¦ X,Y funkčně lineárně závislé (všechny hodnoty
závisle proměnné lež́ı na regresńı př́ımce) =⇒

bxy =
1

byx

Sdružené regresńı př́ımky splývaj́ı
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3. Obecný regresńı model

X1, X2, · · · , Xk – nezávislé (vysvětluj́ıćı) proměnné

Y – závislá (vysvětlovaná) veličina

Regresńı funkce:

η ≡ E(Y ) = f (x1, x2, · · · , xk; β0, β1, . . . , βp)

x1, x2, . . . , xk – naměřené (dané) hodnoty
veličin X1, X2, · · · , Xk

β0, β1, . . . , βp – regresńı parametry

Y = f (x1, x2, · · · , xk; β0, β1, . . . , βp) + ε = η + ε

η – deterministická složka

ε – náhodná složka: ε ∼ N [0; σ]

Předpoklady:

f – zpravidla známá funkce, nebo se jej́ı tvar
předpokládá

β0, β1, . . . , βp , σ – neznámé
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Dva základńı typy regrese:

• Jednoduchá regrese - jedna nezávislá veličina
(k = 1)

η = f (x, β0, β1, · · · , βp)

• Vı́cenásobná regrese - v́ıce nezávislých veli-
čin (k ≥ 2)

η = f (x1, x2, · · · , xk; β0, β1, . . . , βp)
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• Jednoduchá regrese

η = f (x, β0, β1, · · · , βp)

◦ Lineárńı regresńı funkce – lineárńı z hlediska
parametr̊u

η = β0 + β1f1(x) + · · · + βpfp(x)

β0, β1, · · · , βp – neznámé regresńı parametry
f1, f2, · · · , fp – známé funkce nezávislé veličiny X

¦ Speciálńı př́ıpad: Modely lineárńı z hlediska
parametr̊u i z hlediska vysvětluj́ıćıch pro-
měnných

η = β0 + β1x1 + · · · + βpxp

Př́ıklady

(a) př́ımková regrese: k = 1, f1(x) = x

η = β0 + β1x

(b) parabolická regrese: f1(x) = x, f2(x) = x2

η = β0 + β1x + β2x
2

(c) polynomická regrese p-tého stupně:

fi(x) = xi, ∀i = 1, 2, · · · , p
η = β0 + β1x + β2x

2 + · · · + βpx
p
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(d) hyperbolická regrese: f1(x) = x−1

η = β0 +
β1

x

(e) hyperbolická regrese p-tého stupně:

fi(x) = x−i, ∀i = 1, 2, · · · , p

η = β0 +
β1

x
+

β2

x2
+ · · · + βp

xp

(e) logaritmická regrese: k = 1, f1(x) = log x

η = β0 + β1 log x

◦ Nelineárńı regresńı funkce – nelineárńı z hledi-
ska parametr̊u

Př́ıklady

(α) exponenciálńı regrese p-tého stupně

η = β0β
f1(x)
1 β

f2(x)
2 · · · βfp(x)

p

(β) exponenciálńı regrese prvńıho stupně:

p = 1, f1(x) = x

η = β0β
x
1

(γ) mocninná regrese

η = β0x
β1
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• Bodové odhady regresńıch parametr̊u

y1, y2, · · · , yn – n nezávislých pozorováńı veličiny Y

x1j, x2j, · · · , xnj – dané hodnoty Xj, j = 1, 2, · · · , k.

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u:

min
β0,...,βp

n∑

i=1
[yi − f (x1i, x2i, · · · , xki; β0, β1, . . . , βp)]

2

b0 = β̂0, b1 = β̂1, . . . , bp = β̂p

Řešeńı:

– v př́ıpadě regresńıch funkćı, které nejsou lineárńı
z hlediska parametr̊u – MNČ vede na soustavu
nelineárńıch rovnic – iteračńı algoritmy

– použit́ı vhodné transformace
Př́ıklad: převedeńı pomoćı logaritmické trans-
formace

Y = β0β
f1(x)
1 β

f2(x)
2 · · · βfp(x)

p

na
Y = β0 + β1f1(x) + · · · + βpfp(x)
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4. Vı́cenásobná regrese a korelace

Vı́cenásobná lineárńı regrese

• Klasický lineárńı regresńı model

K1. Tvar regresńı funkce:

Y = β0 + β1x1 + . . . + βpxp + ε = η + ε

K2. X1, X2, . . . , Xp – nenáhodné, neexistuje mezi
nimi lineárńı funkčńı vztah
xj1, xj2, . . . , xjn – dané hodnoty proměnné Xj,

j = 1, 2, . . . , p

K3. Rozděleńı náhodné složky: ε ∼ N [0; σ2]

K4. y1, y2, · · · , yn – pozorované hodnoty náh. veličin

Y1, Y2, · · · , Yn

Yi = β0 + β1x1i + . . . + βpxpi + εi

εi ∼ N [0; σ2]

cov(εiεj) = 0 ∀i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , n
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Odhadnutá regresńı funkce:

ŷ = b0 + b1x1 + b2x2 . . . + bp xp

nebo

ŷ = b0 + byx1·x2... xpx1 + byx2·x1... xpx2 . . . + byxp·x1x2... xp−1 xp

Parciálńı (d́ılč́ı) regresńı koeficienty:

byx1·x2... xp, byx2·x1... xp, . . . , byxp·x1x2... xp−1

Interpretace parciálńıch regresńıch koeficient̊u:

– charakteristiky k posouzeńı individuálńıho vli-
vu jednotlivých vysvětluj́ıćıch proměnných na
závislou proměnnou

– udávaj́ı odhad toho, jak se změnila v pr̊uměru
závislá proměnná Y při jednotkové změně nezávisle
proměnné před tečkou, za předpokladu konstantńı
úrovně proměnných uvedených za tečkou.
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• Regresńı rovina - dvojnásobná regrese

η = β0 + β1x1 + β2x2

y1, y2, · · · , yn – n nezávislých pozorováńı veličiny Y

x1j, x2j, · · · , xnj – dané hodnoty Xj, j = 1, 2

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u:

min
n∑

i=1
[yi − b0 − by·x1x2x1i − by·x2x1x2i]

2

Ze soustavy normálńıch rovnic dostaneme:

b0 = ȳ − byx1·x2x̄1 − byx2·x1x̄2

Odhadnutá regresńı funkce:

ŷ = b0 + b1x1 + b2x2

nebo

ŷ = b0 + byx1·x2x1 + byx2·x1x2

ŷ = ȳ + byx1·x2(x1 − x̄1) + byx2·x1(x2 − x̄2)
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• B-koeficienty
– normalizované regresńı koeficienty
Použit́ı: pro srovnáńı a posouzeńı individuálńıho
vlivu jednotlivých regresor̊u na závisle proměnnou.

◦ Transformace:

ŷ
′
i =

ŷi − ȳ

sy
, x

′
ij =

xij − x̄j

sxj

i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2

◦ Odhadnutá regresńı funkce pro p = 2 :

ŷ
′
= Byx1·x2x

′
1 + Byx2·x1x

′
2

Byx1·x2, Byx2·x1 – B-koeficienty

◦ Odhady B-koeficient̊u:

¦ MNČ

¦ Výpočet z d́ılč́ıch regresńıch koeficient̊u

Byx1·x2 =
sx1

sy
byx1·x2 =

ryx1 − ryx2rx1x2

1− r2
x1x2

Byx2·x1 =
sx2

sy
byx2.·x1 =

ryx2 − ryx1rx1x2

1− r2
x1x2
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• Vı́cenásobná lineárńı závislost

Mı́ry těsnosti závislosti Y na X1, X2, . . . , Xp

◦ Koeficient d́ılč́ı korelace ryx1·x2...xp

– mı́ra intensity lineárńı závislosti y na x1 při
konstantńıch x2, . . . , xp

p = 2:
|ryx1·x2| =

√
byx1·x2byx2·x1

Rekurentńı vzorce pro výpočet ryx1.x2 a ryx2·x1:

ryx1·x2 =
ryx1 − ryx2rx1x2√

(1− r2
yx2

)(1− r2
x1x2

)

ryx2·x1 =
ryx2 − ryx1rx1x2√

(1− r2
yx1

)(1− r2
x1x2

)

p ≥ 2:

ryx1·x2...xp =
ryx1...xp−1 − ryxp·x2x3...xp−1rx1xp·x2x3...xp−1√
(1− r2

yxp·x2x3...xp−1
)(1− r2

x1xp·x2x3...xp−1
)
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◦ Koeficient v́ıcenásobné korelace ry·x1x2...xp

– mı́ra těsnosti lineárńı závislosti y na všech
x1, x2, . . . , xp dohromady

p = 2:

ry·x1x2 =

√√√√√√√√
r2
yx1
− 2ryx1ryx2rx1x2 + r2

yx2

1− r2
x1x2

Plat́ı:

¦ 0 ≤ ry·x1x2...xp ≤ 1

¦ ry·x1x2...xp > maxj=1,2,...,p ryxj

Koeficient v́ıcenásobné korelace je vždy větš́ı
než největš́ı z d́ılč́ıch korelačńıch koeficient̊u
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• Multikolinearita

Multikolinearita – závislost mezi vysvětluj́ıćımi
proměnnými (regresory)

Matice párových korelačńıch koeficient̊u R:

R =




1 r12 . . . r1p

r21 1 . . . r2p

r31 r32 . . . r3p

. . . . . . . . . . . .
rp1 rp2 . . . 1




rij ≡ rxixj
i, j = 1, 2, . . . , p
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Indikátor multikolinearity: detR

◦ neexistuje multikolinearita – v praxi vzácné

rij = 0 ∀ i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , p =⇒ detR = 1

◦ multikolinearita:

rij 6= 0 ∀ i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , p =⇒ 0 ≤ detR < 1

¦ úplná multikolinearita – v praxi vzácné

detR = 0

detR = 0 =⇒alespoň jeden rij = 1

/ Neexistuje řešeńı MNČ

/ Interpretace: alespoň jeden rij = 1 =⇒
všechny hodnoty jedné z vysvětluj́ıćıch
proměnných jsou stejným nenulovým
násobkem některé jiné vysvětluj́ıćı
proměnné

/ Důsledek: přidáváńı daľśıch vysvětluj́ıćıch
proměnných do modelu neńı účelné

¦ Multikolinearitu považujeme za škodlivou:

|rxixj
| > 0, 75

alespoň pro jeden korelačńı koeficient
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• Výběr proměnných v regresńım modelu

Sekvenčńı F -test

– ověřeńı správnosti přidáńı (k + 1)-ńı nezávislé
proměnné (regresoru) do modelu

◦ Sekvenčńı F -test:

H0 : βk+1 = 0
(regresor xk+1 nepřisṕıvá k vysvětleńı variability
hodnoty y)

H1 : βk+1 6= 0
(regresor xk+1 přisṕıvá k vysvětleńı variability
hodnoty y)

¦ Testovaćı statistika:

F =
ST (k+1) − ST (k)

SR
n−k−2

∼ F [1; n− k − 2]

ST (k+1) − ST (k) – př́ırustek regresńıho součtu
čtverc̊u ST po přidáńı (k + 1)-ńı proměnné do
modelu
SR – reziduálńı součet čtverc̊u v modelu s
(k + 1)regresory

¦ Kritický obor:

F > F1−α(1; n− k − 2)
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◦ Metoda Stepwise (krokovaćı metoda)

1. metoda dopředná (forward)
– postupné přidáváńı př́ınosných regresor̊u

do modelu

2. metoda zpětná (backward)
– postupné odstraňováńı nepř́ınosných regre-

sor̊u z modelu
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Intervaly spolehlivosti a testy hypotéz

v regresi a korelaci

• IS pro regresńı parametry

◦ Koeficient spolehlivosti: (1− α)

◦ Bodové odhady βj: bj, j = 0, 1, . . . , p

◦ Krajńı body 100(1− α)% IS:

bj ± t1−α
2
(n− 2) sbj

sbj – směrodatná (standardńı) chyba odhadu
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• IS pro koeficienty korelace

◦ Párový korelačńı koeficient ρyx:

(a) ρyx se málo lǐśı od nuly, n > 100

¦ Koeficient spolehlivosti: (1− α)

¦ Bodový odhad ρyx: ryx

¦ Krajńı body 100(1− α)% IS:

ryx ± u1−α
2

1− r2
yx√

n

u1−α
2

– 100(1− α/2)% kvantil N [0; 1]

(b) ρyx > 0, 5 n malé

¦ Fisherova transformace:

zr =
1

2
ln

(1 + ryx)

(1− ryx)
, Zr ≈ N(E(Zr), D(Zr))

E(Zr) =
1

2
ln

(1 + ρyx)

(1− ρyx)
+

ρyx

2(n− 1)
, D(Zr) =

1

n− 3

¦ Krajńı body IS (ρyx/[2(n− 1)] lze zanedbat):

zr ± u1−α
2

1√
n− 3

◦ Parciálńı koeficient korelace: IS nemaj́ı prak-
tické využit́ı

39



• Testy hypotéz o regresńıch parametrech

Test: H0 : βj = β0j ∀j = 0, 1, . . . , p versus

a) H1 : βj 6= β0j b) H1 : βj > β0j c) H1 : βj < β0j

◦ Testovaćı statistika:

¦ T =
bj−β0j

sbj
∼ t[n− p]

¦ U =
bj−β0j

sbj
≈ N [0; 1] n− p > 30

◦ Kritické obory:

a) |T | > t1−α
2
(n− p) |U | > u1−α

2

b) T > t1−α(n− p) U > u1−α

c) T < tα(n− p) U < uα
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• Celkový F-test o modelu

zdroj variability SS DF MS F

regresńı ST p− 1 ST
p−1

ST /(p−1)
SR/(n−p)

reziduálńı SR n− p SR
n−p

celkový Sy n− 1

p – počet regresńıch parametr̊u

Celkový F-test :

H0 : β1 = β2 = . . . βp = 0
H1 : alespoň jeden regresńı parametr βj 6= 0

¦ Hladina významnosti: α

¦ Testovaćı statistika:

F =

ST
(p−1)
SR

(n−p)

∼ F [p− 1; n− 2]

¦ Kritický obor:

F > F1−α(p− 1; n− 2)

F1−α(p − 1; n − 2) – 100(1 − α)% kvantil Fisherova-
Snedecorova rozděleńı s p−1 a (n−2) stupni volnosti
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• Testy hypotéz o korelačńıch koeficientech

◦ Párový korelačńı koeficient ρyx:

Y a X lineárně nezávislé: ρyx = 0

Test: H0 : ρyx = 0 versus

a) H1 : ρyx 6= 0 b) H1 : ρyx > 0 c) H1 : ρyx < 0

¦ Testovaćı statistika:

/ T = rxy√
1−r2

xy

√
n− 2 ∼ t(n− 2)

/ U = rxy√
1−r2

xy

√
n− 2 ≈ N [0; 1] n > 30

¦ Kritické obory:

a) |T | > t1−α
2
(n− 2) |U | > u1−α

2

b) T > t1−α(n− 2) U > u1−α

c) T < tα(n− 2) U < uα

Test: H0 : ρyx = ρ0 (ρ0 ∈ (−1, 1)) versus

a) H1 : ρyx 6= ρ0 b)H1 : ρyx > ρ0 c)H1 : ρyx < ρ0

¦ Testovaćı statistika:

U = |Zr − zρ0|
√

n− 3 ∼ N [0; 1]

¦ Kritické obory:

a)|U | > u1−α
2

b) U > u1−α c) U < uα
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◦ Koeficient d́ılč́ı korelace ρyx1·x2...xp:

Test:
H0 : ρyx1·x2...xp = 0 versus nonH0

¦ Testovaćı statistika:

T =
ryx1·x2...xp

√
n− p− 1

√
1− r2

yx1·x2...xp

∼ t[n− p− 1]

¦ Kritický obor:

|T | > t1−α/2(n− p− 1)

◦ Koeficient v́ıcenásobné korelace ρy.x1x2...xp:

Test:

H0 : ρy.x1x2...xp = 0 versus H1 : ρy.x1x2...xp > 0

¦ Testovaćı statistika:

F =
r2
y·x1x2...xp

(n− p− 1)

(1− r2
y.·x1x2...xp

) p
∼ F [p; n− p− 1]

¦ Kritický obor:

F > F1−α(p; n− p− 1)
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• Maticový př́ıstup k lineárńı regresi

Regresńı model lineárńı v parametrech i v nezá-
vislých proměnných

Předpoklady:

M1. (Y1, Y2, · · · , Yn) – náhodné veličiny

M2. X – matice daných č́ısel (n× (p + 1)), p + 1 < n

X =




1 x11 . . . x1p
... ... . . . ...
1 xn1 . . . xnp




M3. Pro náhodný vektor Y = (Y1, Y2, · · · , Yn)
T plat́ı:

Y = Xβ + ε

β = (β0, β2, . . . , βp)
T – vektor neznámých para-

metr̊u

ε = (ε1, ε2, . . . , εn)
T – vektor náhodných veličin:

E(ε) = 0, Σε = σ2I
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◦ Odhady regresńıch parametr̊u β

Xβ – nenáhodný vektor

Z M3. =⇒ E(Y) = Xβ, ΣY = σ2I

b = (b0, b1, . . . , bp)
T – odhad β = (β0, β2, . . . , βp)

T

Předpoklady:

◦ y = (y1, y2, . . . , yn)
T – pozorovaná hodnota Y

◦ h(X) = p + 1 =⇒ XTX – regulárńı matice

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u: minimalizace

S(β) = (y −Xβ)T (y −Xβ)

Řešeńı:
b = (XTX)−1XTy

E(b)= β – b nestranný odhad β

Σb = σ2(XTX)−1 – kovariančńı matice
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