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1 Vypocet obsahu mnohouihelnika

Je dana parcela tvaru mnohothelnika. Vrcholy tohoto mnohothelnika jsou
dany kartézskymi soufadnicemi X;,Y;. Obsah P tohoto mnohothelnika (vy-
méru dané parcely) lze ur¢it pomoci 'Huillierova vzorce (viz napf. [2], kap.
4.1.2.):

1 n
P=23 XY = Xin Vi, (1)
i=1
kde
X;,Y; ... soufadnice i-tého vrcholu mnohotihelnika, i € {0, 1,...,n+1}
pri vzestupném cislovani ve sméru orientace souradnicovych
os, tj. tak, aby pfi obchazeni parcely ve sméru cislovani vr-
cholt lezela parcela stéale po levé ruce (pro matematicky sou-
fadnicovy systém),
n ... pocet vsech vrcholti mnohotihelnika.

Pfitom pro ¢islovani bodu plati konvence:

XO - XTL ) Xl - Xn+1 9 (2)
}/0 = Yny Yl — Yn+1 .

2 Formulace problému

Je tfeba odhadnout stfedni chybu obsahu (1) mnohothelnika v zavislosti
na poloze a presnosti jeho vrcholt. Pritom se predpoklada, Zze soutadnice
X;,Y; vrcholii mnohothelnika jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s kone¢nym
rozptylem.



Dano:

e soufadnice Z;,7; vrcholt mnohothelnika, které jsou stfednimi hodno-
tami ndhodnych veli¢in X;,Y; , i € {1,...,n},

e stfedni chyby ox;, oy; soufadnic X;.Y; , i€ {1,...,n}.

Hleda se: Stfedni chyba op obsahu P daného vzorcem (1).

3 Odvozeni stredni chyby obsahu mnohoiihel-
nika

Soutadnice X;,Y; vrcholii mnohothelnika jsou ndhodné veli¢iny, a proto
i jeho obsah P je ndhodné velic¢ina.
Stredni chyba obecné nahodné veli¢iny U je definovana vztahem

oy = /var(U) . (3)

Variance nahodné veli¢iny U je definovana pomoci operatoru stiedni hod-
noty ... E (viz. napf. [1], str. 14).

var(U) := E((U — E(V))?) = B(U?) - (E(V))? . (4)

Podobné je definovan obecnéjsi pojem, kovariance dvou ndhodnych veli¢in
U, V(viz. napt. [1], str. 27):

cov(U,V):=E(U—-EU))(V-E\V))=EUV)-EU)EV). (5
Z definic (4), (5) je vidét, ze plati

var(U) = cov(U,U) . (6)
Nejdfive ur¢ime varianci dvojnasobku obsahu P

Q:=2P.

S vyuzitim definice (4) a linearity operatoru E tudiz plati:

var(Q) = 4var(P)

(viz téz napt. [1], str. 14).
Pak bude

op = ;,fvam@) (7)



3.1 Variance dvojnasobku obsahu mnohotuhelnika

Vhodny vzorec pro vypocet dvojnasobku obsahu mnohothelnika dostaneme
apravou (1).

11—z nz+n+m—1

m=0 i=m

kde
z = mnmod 2,
Sm,i = (_1)a Wa,i W1,a7i+1 s a = (Z + 1— m) mod 2, (9)
Wo; = X, mod n-
Wi; = Y; mod n -

Posledni dva vztahy zobecniuji konvenci (2).
Infixovy operator mod predstavuje zbytek po déleni levého operandu pra-
vym operandem, tj.

rmody:=cz—ymax{ke€Z|ky<uz}.

Potom
1—2z nz+n+m—1
var(Q)) = Z var( Z Sm,i> =

m=0 =m
11—z [nz4n+m—1 nz+n+m—1nz+n+m—1

= Z var(Spy.i) + 2 Z Z coV(Sm,i s Smyg) | =
m=0 i=m i=m Jj=i+1
1-z /nz4+n+m—1 nz+n+m-—1

= > ( > ovar(Spi)+2 > cov(Smy ,Sm7z‘+1)> : (10)
m=0 i=m i=m

P¥i predchozich tpravéach jsme postupné pouzili vztah (6) spolu s linearitou
operatoru E (prip. pfimo vzorec (17) na str. 29 v [1]) a rovnosti

cov(Smi s Smy;) =0 proj>i+1,
ktera je pfimym dusledkem definice (9).

Pro pokracovani odvozovani (10) je nutné rozepsat vyrazy var(Sp.),
cov(Sm.i s Smi+1). K tomu nam poslouzi vzorce



var(TU) = var(T)var(U) + var(T)(E(U))? + var(U)(E(T))? , (11)

cov(TU, UV = E(T)E(V)var(U) , (12)

které lze snadno odvodit z definic (4), (5) s vyuzitim linearity operatoru E.
Aplikujeme-li nyni vzorce (11), (12) na soudiny

TU = Smﬂ' = (_1)m Wm,i Wl—m,i+1 )
UV = Sl—m,i-{-l = _(_l)m Wl—m,i+1 Wm,i+2

a zavedeme-li Gsporné€jsi oznaceni

‘72,2‘ = var(W,,), (13)
@a,i = E(Wa,i)a (14)

dostavame dalsi pokrac¢ovani odvozeni (10):

1—=

—z nz+n+m—1
var(Q) = > >
m=0 i=m

2 2 2 ~2 2 2 2 PO -
(Um,ial—m,i+1 + 0 Wittt Ol 1 Whni — 201—m,i+1wm,iwm,i+2) =

11—z nz4+n+m—1

_ 2 2 2 2
=, > (O-m,io-lfm,iJrl + O-m,iwlfm,iJrl) +

m=0 i=m
1—z nz4+n+m-—1
2 ~92 ~ —~
+ Z 01—m,i+1 (wm,i - 2wm,iwm,i+2) =

m=0 i=m
1—2z nz4+n+m—1

_ 2 2 2 ~2
- (Om,ial—m,i+1 + Um,iwl—m,i+1) +

2 (-2 - ~ _
+2 Y. Ona (wlfm,ifl - 2w17m,i71w17m,i+1) =

1-z nz4+n+m-—1

2 ~2 ~ ~ ~92
+ Z Z Om,i (wl—m,i—l = 2W1 i1 Wi—mi+1 T wl—m7i+1) =
m=0 i=m



1—z nz+nt+m-—1 ,
+2 > UZM- (W1 —mie1 — Wi—myit1)” =
m=0 i=m

n

= Z O-g(',i (U%/,i—l + 012/,i+1) + 052/,1' (Tiy1 — xi—l)Q + O-g(,i (Yir1 — ?Jz‘—l)2 .
i=1

3.2 Stredni chyba obsahu mnohothelnika

Nyni jiz mizeme diky (7) rovnou psat vysledny vzorec pro stfedni chybu
obsahu mnohothelnika.

1 [ ] A —
op = 2\l (U%(,i (0% 1+ 0%1) T 05, (Tig1 — Ti1)? + 0%, (Pipr — yi71)2>
i—1

(15)

Predpokladame-li, Ze presnost urceni polohy vSech vrcholt mnohotihel-
nika je stejnd a nezavisla na poloze soufadnicovych os, vzorec (15) se zjed-
nodusi na kone¢ny, prakticky pouzitelny tvar (17). V ném je symbol oxy
stfedni soufadnicovou chybou, nebot predpokladame

oxy ‘=0x;=o0y; proVi e {1l,....,n}. (16)
o oo R R .
op = % \J 2no%y + > (i1 — Zim1)? + (Gi1 — 9i-1)?) (17)
i=1
pricemz pro c¢islovani bodt plati vztahy:
:%0 = jnv i'l = :%n—&—l 3 (18)
QO = gn y @1 = gn+1 .

4 Zavér
Za predpokladu, Ze soufadnice &;, §; lomovych bodt parcely (vrcholtt mno-

hotihelnika) byly urceny stejné presné (viz (16)) a vzdjemné nezavisle, plati
pro stfedni chybu vymeéry parcely op vzorec (17).
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