Shodnostni Helmertova transformace

Toto pojednani ukazuje, jak lze urcit transformacni koeficienty Helmertovy
transformace za pozadavku, aby predstavovaly shodnostni transformaci.
Pro jednoduchost budeme zpocatku prepokladat, ze souradnice identic-
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X1 ... souradnice tézisté identickych bod v cilové souradnicové soustave
X’ ... soutfadnice t€zisté identickych bodd v mistni soufadnicové soustavé
X; ... souradnice i-tého identického bodu v cilové souradnicové soustaveé
X! ... soufadnice i-tého identického bodu v mistni soufadnicové soustave
n ... pocet identickych bodl, n € N.
n
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1 Klasicka Helmertova transformace
(podobnostni)

1.1 Formulace

Transformacni rovnice pro libovolny podrobny bod P s redukovanymi sou-
fadnicemi

Xp = Xp—Xr,
/ s/ a/
maji jednoduchy tvar:

xp=H xp .
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Zprostiedkujici rovnice:

Ah=x+vVv (1)
o —y
A ... matice typu 2n x 2 slozena z bloku [ v x,l ] ,
i€f{1,2,....,n}
x%, y. ... soufadnice i-tého identického bodu v mistni soustave,
h ... koeficienty podobnostni transformace, h € R?, h := [hy, hy]T ,
X ... vektor (sloupcovy) soutadnic identickych bodii v cilové soustave, x € R?",
X = [Ila Y, L2, Y2, - .. T, ?/n]T;
\% ... opravy souiadnic identickych bod? v cilové soustavé, v € R?",
Podminka MNC:
vlv — min & viv= }rln;%(Ah —x)"(Ah —x) (2)
€
1.2 ResSeni
Normalni rovnice:
ATAh = A"x, (3)
~1
h=(A"A) -A'x. (4)

2 Upravena Helmertova transformace
(shodnostni)

2.1 Formulace

Transformacni rovnice pro libovolny podrobny bod P s redukovanymi sou-
fadnicemi xp, X :

xp =R -x}p.

Matice
R — [ rx, —Ty ‘| ’

Ty, TXx

Vv

Z transformacnich koeficient rx, ry utvorime dvojrozmérny vektor

r:[Tx, T’y]T

Zprostredkujici rovnice s podminkou:

Ar = x+v,
r'r = 1, (5)



Podminka MNC:
v'v = min(Ar — x)"(Ar — x) , (6)

reX
pficemz mnozinou X je kruznice

X :={reRr’r=1}.

2.2 Reseni

Podminka (6) zahrnuje podminku MNC (2) sou¢asné s podminkou (5). Jejiho
splnéni 1ze dosdhnout minimalizaci tzv. Lagrangeovy funkce 2.

Q(r) = (Ar —x)" (Ar —x) + (*Tr - 1) k , (7)

kde k € R je Lagrangeova nasobna konstanta (korelata), jejiz existence je
zarucena vétou o vazaném extrému.
Funkce €2 nabude svého minima, pokud bude platit

o0
a =0 (8)
a pokud matice
0%
[07}0@-] (9)

(7, 7 € {1, 2}) bude positivné definitni.

2.2.1 Vlastni vyrovnani
Po roznasobeni (7)

Qr) =r"ATAr - 2r' ATx + x"x) + (r'r - 1)k
a derivaci funkce €2 vznikne rovnice pro r, k:

2{2 =2ATAr —2A"x 4+ 2rk =o0 (10)
r

Vynésobenim obou stran predchozi rovnice zleva vektorem % .17 ji Ize upravit
pro vyjadreni korelaty k pomoci vektoru r.

r"ATAr —r"ATx +r'vk =0
Vzhledem k (5) 1ze pak snadno urcit korelatu k
k =-r"(ATAr — A™x) (11)
po jejimz dosazeni do (10)

o0

a ATAr — ATx —rr(ATAr — A"x) =
r

= I—-rr")(ATAr — ATx) = I—rr")(ATAr — ATAh) =
I—rr")ATA(r—h)=I—rr’)(r—h)c. (12)
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vznikne rovnice pro r:
=I-rr")(r—h)c. (13)

Matice I je jednotkova matice fadu 2 a c je realna konstanta, ktera se vy-
skytuje na obou diagonélnich pozicich matice AT A, jez je navic diky redukci
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ATA =1, (14)

takZe posledni Giprava v (12) je opravnéna. Hodnotu konstanty ¢ 1ze jednoduse
zjistit prostym vynisobenim matic AT, A v (14), po ném¥ vyjde

c=xTx". (15)

Hodnota konstanty c¢ je vSak zatim nepodstatna, v tuto chvili je diilezité jen
to, ze je nenulova a je mozno ji délit obé strany rovnice (13). Tato rovnice se
po provedeni naznaceného nasobeni dale zjednodusi na tvar:

o=r—rr'r—h+rr’h=-h+rr’h (diky (5))
Plati tedy:

h=rr’h = h"h = h'rr’h = (h'r) (r'h) = (h'r)%.
v/ (hTh) = ||h|| = +h'r

h'r
bl

Tedy
=41.

To znamena, ze skalarni soucin vektort thl’ r je 1 nebo —1. Skalarni soucin
libovolnych dvou vektort a, b je pfimo umérny kosinu tthlu mezi nimi, t;j.:

a'b = [[al| |[b|| cos(a(a, b)) ,

kde a(a, b) je ﬁhel vektoru a, b.
Oba vektory 2 Ty ¥ jsou jednotkové, takze jejich skalarni soucin je primo
roven kosinu tthlu jimi sevieného, tj.:
hT

cos(a(h, r)) = Thl] =+1.

Uhel a(h, r) vektorti H—EH,

dany vektor r ma tedy s vektorem thl
vsak také stejnou velikost, takze plati

r je tudiz nulovy nebo piimy (09 nebo 2009). Hle-

stejnou nebo opacnou orientaci. Maji

r=-D4—-. (16)



2.2.2 Diskuze o typu extrému

Nyni je tfeba rozhodnout, které z obou feSeni odpovidd minimu funkce 2.
K tomu je tfeba urc¢it matici druhych parcidlnich derivaci (9). Opétnym de-
rivovanim vektorové funkce (10) dostaneme matici:

l 0*Q

= ATA +1k .
8778@] +

Ta je positivné definitni tehdy, jestlize pro kazdy vektor u € R? plati:
u"(ATA + Tk )Ju>0
Vzhledem k (14) a k (11) lze tuto nerovnost dale upravit:
0<u’(Ic+1k)u=(c+ku'u=

0O<ct+k=c—1r"(ATAr — A'x)=c—r'(Ic)r + r"ATAh .

Posledni tpravu jsme si mohli dovolit diky rovnici (3). Opétovnym vyuZi-
tim podminky (5) a rovnosti (14) kone¢né dostaneme pozadavek positivni
definitnosti v jednoduchém tvaru:

cr’h>0.

Nyni je treba si pfipomenout, ze konstanta c je nejen nenulovéa, ale i kladn4,
coz plyne z (15). Plati proto:

r’h>0,

coz muze byt splnéno jen pii volbé kladného znaménka v (16). Tim je vektor
r jiz jednoznacné urcen.

3 Vyrovnané transformacni koeficienty shod-
nostni transformace

3.1 Prvky matice rotace

Vzhledem k (16) a vysledku podkapitoly 2.2.2 jsou transformacni koefici-
enty r shodnostni transformace vyrovnané za podminky MNC dény pfesnym
vztahem:

Vektor h obsahuje transformacni koeficienty podobnostni transformace
vypoctené podle (4).



3.2 Vypocet posunu

Pro ptvodni, neredukované souradnice Xp , X» libovolného podrobného bodu

P plati
Xp—%r=R-(Xp — %)) .
Tuto rovnost lze vyjadrit v obvyklejsim tvaru

xp=t+R-Xp,

kde t je posun pocatki obou souradnicovych systémi

[t:xT—R.dej

(17)
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