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Abstrakt

Klicovym problémem v metodé popisu struktur podminéné nezavis-
losti (mezi N ndhodnymi veli¢inami) pomoci tzv. imseti je oteviend otdzka
shodnosti dvou mnozin celo¢iselnych vektort, tzv. strukturalnich a kom-
binatorickych imseti. Tato otdzka svoji povahou spada do oblasti celo-
Ciselného programovani a souvisi tizce s tlohou nalezeni tzv. minimalni
celociselné Hilbertovy baze pro jisty racionalni konvexni kuzel. Tématem
tohoto prispévku jsou pocitacové experimenty, jejichz cilem je potvrdit ¢i
vyvratit hypotézu o shodnosti téchto dvou mnozin vektord. S pomoci po-
¢itace se podarilo hypotézu ovérit pro N < 4, navic byly dosazeny ¢asteéné
vysledky pro N = 5 a nastinény dalsi mozné sméry postupu.

Tento prispévek se vénuje Feseni klicového problému z oblasti popisu struktur
podminéné nezévislosti (mezi N ndhodnymi veli¢inami) pomoci tzv. imsettd a to
ovéreni hypotézy o shodnosti mnozin strukturalnich a kombinatorickych imseti.
Zakladni definice a vét§inu znaceni nalezne ¢tenar touzici po hlubsim vhledu do
problematiky v [1] a [2]. Zde se také nachazeji diikazy tvrzeni, jez se ndm zdaly
prili§ zfejmé ¢i naopak prili§ obtizné na to, abychom je prezentovali v tomto
prispévku.

1 Zakladni pojmy

Zde si pfipomenime alesponl zdkladni pojmy. Necht N je pfirozené ¢islo (odpo-
vidajici po¢tu ndhodnych veli¢in).
Definice. Imsetem rozumime zobrazeni potencni mnoziny P({1,2,...,N}) do

mnoZiny celych ¢isel Z. Hodnotu imsetu v pro A C {1,2,..., N} znacime v(A).

Imset lze chapat také jako celociselny vektor v R2" , jehoz slozky jsou indexovany
podmnozinami {1,2,..., N}.

Definice. Elementdrnim imsetem odpovidagjicim nezdvislosti (nezdvislostnimu
vztahu) mezi ndhodnymi velicinami X; a X; ddno {Xy; k € C}, kde {i}, {j}
a C jsou po dvou disjunktni podmnoziny {1,2,..., N}, budeme rozumét imset

*Préci na tomto pfispévku byla poskytnuta podpora z grantu GA CR 201/04/0393.



ug oy takovy, Ze ug jioy({i, 1 U C) = ugjio)(C) = 1, uwijiey({if U C) =
w0y ({71 UC) = =1 a 2bylym prokim potencni mnoZiny pritadi w(; jicy nulu.

MnoZinu vsech elementdrnich imseti budeme znacit En .

Poviimnéme si, ze |Ex| = (§) - 2V~2.

Napriklad pro N = 3 mnozinu vSech elementarnich imseti & znazornuje
nasledujici tabulka:

0 {1} | {2} | {3} | {12} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
u<1)2|@> 1 -1 -1 0 1 0 0 0
u(1,3|@> 1 -1 0 -1 0 1 0 0
U(2,3|p) 1 0 -1 -1 0 0 1 0
u<2,3|{1}> 0 1 0 0 -1 -1 0 1
U(1,31{2}) 0 0 1 0 -1 0 -1 1
U(1,2|{3}) 0 0 0 1 0 -1 -1 1

Definice. MnozZinou kombinatorickych imseti Cy budeme rozumét vsechny
mozné soucty konecné mnoha elementdrnich imsetu, neboli

k
Cn = {Zaiui; o; € N,ui S 5]\[,](3 S No} .

i=1

Rozklad kombinatorického imsetu na soucet elementarnich imset neni jed-
noznac¢ny, naptiklad plati

U(1,2{3}) T U(1,3]0) = W(1,3]{2}) T U(1,2/0)-

Jednoznacny je vSak stupen kombinatorického imsetu v = Zle a;u;, ktery je
definovan jako deg(v) = Zi;l a;, nebot toto ¢islo — jak pozorny ¢tenaf snadno
nahlédne! — je rovno vyrazu

degv) =5 37 Al (4] - 1) (). (1)

AC{1,..,N}

PovSimnéme si, Ze stupen kombinatorického imsetu je linedrni forma. Navic
pomoci formule (1) mizeme rozsifit definici stupné deg(v) na libovolny (nejen
kombinatoricky) imset v.

Déle mazeme nahlédnout, ze jediny kombinatoricky imset stupné nula je nu-
lovy imset a kombinatorické imsety stupné jedna jsou pravé elementarni imsety.

Definice. Mnozinou strukturdlnich imseti Sy budeme rozumét viechny imsety,
jez lze vyjddiit jako nezdpornou redlnou® kombinaci konecné mnoha elementdr-
nich imsetu, neboli

k
Sy = {Z ;U € ZP({l’z’“"N}); o; € RJr,ui eén, ke No} .

i=1

1Stac¢i dokazat, rovnost (1) plati pro véechny elementérni imsety, a ukazat, Ze takto defi-
novany stupen je linearni forma.

2Lze ukézat, ze pokud slovo ,redlnou“ nahradime slovem ,racionalni“, dostaneme ekviva-
lentni definici.



Stupen strukturalniho imsetu je celé ¢islo, jak je mozno snadno nahlédnout
z formule (1).

Povsimnéme si, Ze u imsetu nizkého stupné je pomérné snadné rozhodnout,
zda je kombinatoricky. Na druhé strané otazka, zda-li je ¢i neni strukturalni,

Vv

otazka, zda ndhodou neplati, ze pro vSechna N nastava rovnost Cy = Sy

Tento prispévek si neklade za cil tuto otdzku teoreticky roztesit. Pouze ji
zodpovime pro dostateéné nizka N a formulujeme tvrzeni, jeZ mohou byt zakla-
dem dalsiho badani. Uhelnym kamenem dalsiho postupu bude pojem miniméalni
celoc¢iselné Hilbertovy baze.

2 Pojem minimalni celociselné Hilbertovy baze

Definice. Kazdy konvezni kuzel K v R™ konicky generovany konecnou mnozi-
nou celociselnych vektori obsahuje tzv. minimdlni celociselnou Hilbertovu bdzi,
coZ je mnozina celociselngch vektoru wq, ..., w,, z K takovd, Ze

Vee KNZ" Iaq,...,am) € NG : :c:Zoziwq;.
i=1

Tento pojem jsme piejali z knihy [4], kde je dokdzéno, Ze tato definice je
konzistentni, a tamtéz je na strané 233 v dikazu véty 16.4 ukazano, ze pokud
€1,...,€; jsou generatorem vyse zminéného kuzele, pak minimalni celociselnou
Hilbertovu bazi stac¢i hledat v mnohosténu M tvoreném body

l
M= {Z)wel, A € [0, 1]} .
=1

Paklize vysSe zminénou metodu aplikujeme na nas pripad, zjistime, Ze otazka,
zda Cny = Sp, je ekvivalentni s otazkou, zda minimélni celodiselna Hilbertova
béaze kuzele generovaného £y (jeho celodiselné body jsou Sy) je rovna Ey (pii-
¢em?z zjevné Ey obsahuje).

Protoze rozhodnout, zda dany bod patii ¢i nepatii do mnohosténu M a
tedy i nalézt vSech body mnohosténu M je v praxi obtizné, volime postup pro
nalezeni Hilbertovy baze pro dané N néasledovné:

1. Zavedeme ,vhodny“ obal O mnohosténu M. Vhodny v tomto kontextu
znamena, ze pocita¢ dokaze rychle rozhodnout, zda dany imset do O patii
¢i nikoli, a ze dokaze v redlném case prohledat vSechny imsety v O obsa-
zené.

2. Postupné volime n od jedné do |Ex| = (J;[) - 2N=2 Prochézime viechny

imsety z O majici stupen n, u kazdého z nich rozhodneme, zda jej lze

zapsat jako soudet néjakého imsetu stupné n — 1 (ty uz mame vyhledané

v minulém kroku a uloZené v paméti) a néjakého elementarniho imsetu.

Pokud ano, pokracujeme, pokud ne, nalezli jsme prvek O, jehoz zapis ve

tvaru nezaporné celociselné kombinace prvka Ey je ,problematicky.

3Qvéfeni této hypotézy mé zasadni vliv na poéita¢ovou implementaci inferenéniho mecha-
nismu.



3. Pokud algoritmus skon¢i a zadny ,problematicky* imset nenalezne, mi-
zeme ucinit zaveér, ze Cy = Sy. Pokud jej nalezne, nemusi byt zavér jed-
noznaény, zalezi na ,,obaleni“ mnohosténu M pomoci O.

Obtize nastanou jiz u prvniho bodu vyse uvedeného scénafe. Pokud jako
obal pouZzijeme kuzel generovany prvky Ex, muzeme tento popsat jako pri-
nik jistych poloprostorii*. Postup jejich hledani s vyuZitim Fourier-Motzkinovy
transformace za pomoci programu PORTA je popsan v [3]. Tento postup vSak
diky jeho obrovské vypocetni slozitosti mizeme pouzit jen pro N < 5, kdy pro
N rovno tfem, ¢tyfem a péti potfebujeme po fadé 5, 37 a 117 978 nadrovin uda-
vajicich vySe zminéné poloprostory. Proto se nadale budeme soustredit pouze
na pripad N < 5.

Tento kuzel zcela jisté obsahuje mnohostén M, pricemz muzeme jisté jako
obal O brét pouze takové jeho imsety v, ze VA C {1,...,N}: |[v(A)| < deg(v).

3 Vysledky pocditacovych experimentu

Dale rozebereme vysledky naseho vyzkumu pro razna NV:

N =3:

Pouzili jsme vyse zminény postup a v né€kolika malo sekundach sekundach se
podafilo ovéfit, ze C3 = Ss.

N = 4.

Zde jiz bylo nutné postupovat mnohem opatrnéji. Za prvé si lze vSimnout, ze
pro libovolny strukturalni imset v plati

AC{1,..,N}

a také ze pro kazdé ¢ € {1,..., N} plati

> v(A) = 0.

AC{1,..,N}, i€A

Diky témto dvéma vlastnostem staci strukturalni imset reprezentovat pomoci
jeho hodnot pro A C {1,..., N} : |A| > 2, nebot hodnoty pro A C {1,...,N}:
|A] < 1 jsou jiz témito jednoznaéné urceny. Tim se ndm dimenze problému
snizuje o N + 1, pfi¢emz se nijak nekomplikuje vypocet stupné.

UziteCné je téz uvédomit si, ze imsety z mnohosténu M nabyvaji pro A C
{1,...,N} : |A] = 2 hodnot od —4 do 2, pro |A| = 3 hodnot od —3 do 3 a
pro |A| =4 hodnot od 0 do 6. Staci se tedy omezit se na takovéto imsety. Tato
zména je o to vyznamnéjsi, Ze ndm umozni zmeénit meze do sebe vnorenych
11 = 2% — (4 + 1) for—cykld.

Déle je dilezité vhodné zvolit datové typy, aby vypocet nebyl pfili§ naroény
na pamét, a v bodé 2 vyse zminéného scénére Sikovné implementovat vyhleda-
vani v imsetech stupné n — 1 za pomoci jejich setfizeni a hasovaci tabulky, jinak

4odvozenych od jeho stén nebo chcete-li od extremalnich paprski dualniho kuzele neboli
tzv. ,skeletonu®.



tloha neskonéi v redlném ¢ase. Zdrojovy kéd pro GNU Pascal je mozné nalézt
na adrese:

http://br.matfyz.cz/ctyri.pas.

Vypocet na stroji Artax s procesorem Intel Pentium 4 HT 2800 MHz a 1 GB
pameéti trval 12 minut, pfi¢emz bylo vyuzito 530 MB opera¢ni paméti.

N =5:

Zde jsme sice vyuzili dalsi zmenseni obalu O zalozené na tom, ze kazdy struk-
turdlni imset v musi zjevné spliiovat

> (w(A)T < 2deg(v), > (w(A)” < 2deg(v).

AC{1,..,N} AC{1,..,N}

A také, Ze pro libovolnou B C {1,..., N} musi platit

’U(A) Z Oa
A: BCAC{1,...,N}

nicméné i pii této redukci jsme byli schopni vySetrit jen imsety stupné nejvyse
CtyTi, pricemz vypocet trval necelé tii dny. Program je k nahlédnuti na adrese

http://br.matfyz.cz/pet.tar.gz.

4 Myslenka fixovaného stupné

Nadéjnym smérem dalsiho mozného postupu je namisto ,,obalovani“ celého mno-
hosténu M aproximovat pruniky M s mnoZinou imseti daného stupné n. Lze
totiz ukazat:

Véta. Necht v je strukturdini imset stupné deg(v) = n z mnohosténu

M{ Z Aiei; Aq € [071]}7

e;€EEN

potom tento imset ndlezi © do mnohosténu, jenZ je konvernim obalem mnoZiny
vSech soucti n ruznych elementdrnich imsetu neboli mnoZiny

an{v: Zei; DC€N,|D|:n}.

e, €D

Dikaz. Dokédzeme nejprve pomocné tvrzeni, ze kazdy bod r—rozmérné jednot-
kové krychle, jehoz soucet soufadnic je n € Ny, je konvexni kombinaci bodt
z krychle o soutadnicich (si,...,s,) takovych, ze Vi : s; € {0,1} a s; + s2 +
.-+ + s, = n. Pokud toto tvrzeni plati, pak po dosazeni r = |Ex|, koeficienty
A; pouzité v. M definuji prislusny bod krychle a prohozenim pfislusnych sum
snadno nahlédneme pozadovany zaveér.

Pomocné tvrzeni dokdzeme indukci podle r zaroven pro vSechna pfipustna
n: pro r < 2 tvrzeni evidentné plati. Pfedpokladédme-li platnost tvrzeni pro



v8echna 7’ < r, pak jeho platnost pro r (a libovolné n) dokdzeme nejprve pro
body na sténach krychle. Vezméme si tedy libovolnou sténu krychle, bez jmy
na obecnosti tedy tfeba tu s pevnou prvni soufadnici s; = 0, respektive s; = 1.
Tedy méa-li mit bod na této sténé soucet souradnic n, musi byt soucet druhé az
r—té souradnice roven n, respektive n — 1, a indukéni predpoklad ndm zarucuje,
ze takovyto bod jiz bude pozadovanou konvexni kombinaci.

Zbyva totéz dokézat o bodech uvniti krychle. Ale kazdy takovy bod je
konvexni kombinaci dvou bodi, pro néz platnost tvrzeni jiz byla nahlédnuta.
Vskutku ke kazdému bodu uvnitf krychle mizeme pricist i odecist vhodny néaso-

bek vektoru (1, ﬁ, ey ﬁ) tak, ze dostaneme body lezici na sténach krychle,
z kterych lze tento bod nakombinovat. O

Problémem, na ktery opét narazime, je obrovska vypocetni slozitost. Ukazuje
se, Ze asi nebude mozné najit pfesny popis konvexniho uzavéru B, ve tvaru
priuniku poloprostort, ale spise néjakou jeho vnéjsi aproximaci.

5 Zavér

Podatilo se nam hypotézu, ze Cy = Sy ovérit pro N < 4.

Problém pro N = 5 nadéle ziistava otevieny a uvitame nameéty ¢i rady, jak
postupovat pfi jeho feSeni. Zatim je zndmo pouze to, ze paklize existuje prvek
minim&lni celoc¢iselné Hilbertovy baze S neobsazeny v &, pak ma tento prvek
stupenl ostfe vyssi nez 4.

Nadéjné se zda byt hledani imsetd v mnohosténech pro jednotlivé stupné,
které vsak zatim narazi na prilis vysokou ¢asovou naroc¢nost.
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