Prednaska 6 — testy hypotéz obecné, testy pro jednu velicinu

Ptedchozi pfednéaska 5 byla na téma Soubor a vybér. Je to tézka latka, proto bych chtéla tady shrnout zaklad, ktery
byste si z ni méli odnést: snazime se odhadnout parametry rozdéleni nadhodné veli¢iny pomoci vypoétu z ndhodného
vybéru dat. Tyto vypocty jsou statistiky (napf., vybérovy prumér, vybérovy rozptyl, atd). Abychom dostali pomoci
statistik kvalitni odhad, mus{ statistiky mit ur¢ité vlastnosti (nestrannost, konzistence, vydatnost).

Piiklad: V1dda chce nechat otestovat na koronavirus reprezentativni vzorek populace (toto je vybér). Plosné tes-
tovan{ celé populace (toto je soubor) nenf podle ministra zdravotnictvi na pofadu dne — nepovazuji ho za efektivn{
a kapacity jsou omezené (zdroj idnes.cz).

V dnesni prednédsce se podivame, jak muzeme nékteré statistiky pouzit pro odhad parametru souboru pfedevsim s
normalnim rozdélenim N (u,0?). Nejdifv nés bude zajimat, v jakém intervalu se nachdzi hodnota parametru.

Interval spolehlivosti

Interval spolehlivosti (IS) je interval, ve kterém se nachdzi hodnota odhadovaného parametru s pravdépodobnosti
1 — a. PFipomeneme, Ze « jsme uz probirali v souvislosti s kvantily. Kvantil déli namérena data na dvé ¢asti a « je
plocha pod kiivkou od —oo do hodnoty kvantilu. Napf., pro normalni rozdéleni to muze vypadat takto:

Pro tcely IS se nejcastéji pouziva

a=0.05 nebo 0.01 nebo 0.1

coz odpovida:
o4 alpha=0.1

f(x)

1—a=0.95 nebo 0.99 nebo 0.90,

nebo to velmi ¢asto muzete potkat ve tvaru

1o ,gk pa \,fj,;_ag)haé 3 B s 8 10
vantil=-2.2  x 1—a=95% nebo 99% nebo 90%.

Napft., s pravdépodobnosti 0.95 (tj., 1 — «) pati{ parametr do IS, a jenom 0.05 (tj., o) nechdvdme na moznost, ze

tam neni. Formalné o budeme fikat hladina vyznamnosti* (tj., na kolik véiime odhadu). Napiiklad, feknou ndm,

7e s jistotou 95% dostaneme plat 50 tisic a s jistotou 10% dostaneme 100 tisic. Cemu budeme véFit vic?

Interval spolehlivosti (IS) mé graficky nésledujici tvar:

kvantily a kritické hodnoty vypoctené pro urcité statis-
tiky a jejich rozdéleni. Kiivka f(7T') ukazuje hp pouzité
statistiky T' — tady je to normélni rozdéleni. Pozor, ne-
zameénujeme rozdéleni souboru (ndhodné veliciny, kterd
f(T) nés zajim4) a rozdélenf statistiky T Kazd4 statistika m4
svoje rozdéleni, napi:

e Pokud hleddme parametr p, ale zndme o2, mé sta-

alpha/2
tistika normélni rozdéleni (jako na obrazku).

e Pokud hleddme p pii nezndmém o2, bude to Stu-

BT LW|S B7 dentovo rozdéleni.

e Pokud hleddme parametr rozptyl o2, m4 statistika
x2-rozdélen.

Toto je oboustranny IS. Tady IS = (IS.,1Sp), kde 1.5},
je leva hranice IS, I.Sp je prava hranice. Hranice IS jsou e Pro podil p — piiblizné normalni rozdéleni.

*V literatufe muzete potkat pojem hladina vyznamnosti i pro 1 — «, ¢asto se totiz navzajem zaménuji.



V pifpadé oboustranného IS se hladina vyznamnosti o délf naptl, mdme tedy plochu pod kiivkou § vlevo od hranice
intervalu a § vpravo, pficemz plat{

PO <ISp)= %, Pl >1Sp)= % — jako na obrazku

To znamend, Ze pravdépodobnost toho, Ze hledany parametr (obecné ) je mensi nez leva hranice IS, se rovna § (to
je dost mald pravdépodobnost, kdyz napt., « = 0.05). Vpravo to je podobné. Ale s pravdépodobnost{ 1 — « patii
parametr 6 do IS, tj., od 1.5 do ISp.

Piiklad Zajimé nés intervalovy odhad ceny na olejovy filtr pro automobil Skoda Octavia na hladiné vyznamnosti
0.05. Z dlouhodobych méfeni je zndmo, ze rozptyl cen na olejové filtry o2 = 6.

Vezmeme vybér cen z ruznych eshopu:
X =[100 154 110 137 119 109 138 164 136 85 138 105 121 149].

Zprimérujeme ceny z vybéru: X = 126.07K¢é — to je vybérovy primér, a to je tedy naSe statistika. Pomoci
IS hleddme, zda X skutecné patif do intervalu primérné ceny olejovych filtrit (to je hledany parametr p) s
pravdépodobnosti 0.95.

Hranice IS by slo uréit pomoci vypoctu kvantili pro normované statistiky. Diiv se to délalo podle specialnich
tabulek. V soucasné dobé pouzivame pro urceni IS vyhradné statisticky software.

Pro konstrukei IS (v praxi volbu funkce software) potfebujeme védét:

e hladinu vyznamnosti « (tj., s jakou pravdépodobnosti). Pokud neni v software potieba zaddvat «, vétsinou
se pouzije 0.05.

e rozdéleni souboru — predpokladdme, Ze cena na olejové filtry obecné je ndhodna veli¢ina s normalnim rozdélenim
a jejl sttedni hodnota p je nezndmy parametr.

e statistiku a jeji rozdéleni — tady to je X, ktery ma norméalni rozdéleni (protoze zname rozptyl o2).

Pro nas piiklad v Matlabu nam vysly nasledujici hranice 1S=(122.9, 129.2)
oboustranného IS:

15 =122.9285, ISp = 129.2144, o0e |

prumer
0.02 4 /2 2
coZ znamena, ze se prumeérnd cena olejovych filtru po-

hybuje v rozmezi od 122.9 K¢ do 129.2 K¢, a nas >
vybérovy prumér X = 126.07K¢ patii do IS.

Kromé oboustranného IS, existuji jesté jednostranné IS —
levostranny a pravostranny. Pro nas priklad by nas mohl
zajimat odhad minimalni ceny filtru — v tomto piipadé
by slo o levostranny IS. V tomto pfipadé mé IS pouze
levou hranici:

levostranny IS

IS = (123.4338, 00)

a plocha pod kiivkou do hodnoty levé hranice (kvantilu)
je celd hodnota a.




Podobnou logiku ma odhad maximélni ceny olejovych filtru — to je pravostranny IS:

IS = (—oc,128.7091).
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Nékteré druhy software rozlisuji pouze oboustranny a jednostranny IS nebo pouzivaji jinou interpretaci stran IS,
tj., smér IS nemusi byt jednoznacné urcen. Z tohoto duvodu, je dulezité p¥i napsani zdpoctovych testii a zkouseni
rozpoznat oboustranny a jednostranny piipad.

My budeme pouzivat IS v ramci testovani hypotéz vyhradné pomoci funkci software k tomu uréenych.

Testy hypotéz obecné

D& se tict, ze pojem test hypotéz je prakticky totéz, co je IS, jenom “naruby”. Pii testovani hypotéz méame
dvé hypotézy:

e nulovou hypotézu Hy, ktera predstavuje néjaké tvrzeni (podle tlohy, kterou momentélné resime), napf. tvrdi,
ze hledany parametr se rovna néjaké predpokladané hodnoté 6y:

0 = Oy , napiiklad, p= po,

hledany parametr hodnota

e dile mame alternativni hypotézu H 4, kterd bud’ popira nulovou hypotézu Hy, tj., tvrdi, Ze se nerovnd:

0 # 0g — v tomto pfipadé se vyuzije oboustranny test
nebo fika, ze je mensi:
0 < by —  vyuzije se levostranny test
nebo k4, ze je vetsi:
0 > 6y —  pouzijeme pravostranny test.

Nés zajimad, jestli muzeme nulovou hypotézu Hy na zvolené hladiné vyznamnosti o zamitnout. To znamend, zZe
testujeme hypotézu Hy.

Jak to funguje?
e Nejdriv vytvotrime IS.

e Spoécteme statistiku T, napf. vybérovy primér X.




e Podivame se, zda statistika T patii do IS, kterému se také z hlediska testovani hypotéz fika obor piijeti.
e Pokud T padne mimo IS — v tomto pripade T padne do tzv. kritického oboru
W = (—OO, ISL) U (ISP, OO),

To znamend, ze pravdépodobnost toho, ze Hy plati (tvrzeni 6§ = 6 ) je moc nizkd. Této pravdépodobnosti
fikdme p-hodnota, tj., pp, = P(Ho).

e V tomto piipadé Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o (pozor, ale nepotvrzujeme timto H4 !).

P-hodnota

alpha/2

\ Kriticky obor W /

Na obrazku je schéma oboustranného testu hypotéz, kde se kriticky obor W nachézi vlevo a vpravo od IS (oboru
prijet{). Vidime statistiku 7", hodnota které patii do kritického oboru vpravo (oznacend modrou teckou). P-hodnota
je pravdépodobnost nulové hypotézy, a to je plocha pod kiivkou od hodnoty statistiky 7' do nekone¢na (oznacena
¢ervenou barvou). Je vidét, ze p-hodnota je mensi nez plocha «. V tomto pifpadé zamitdme Hy na hladiné vyznamnosti a.

Pokud ale statistika T" patii do IS (oboru pfijet{), tim paddem p-hodnota > «. V tomto piipadé nulovou hypotézu
Hj nezamitdme (ale nepotvzujeme ji, pouze nezamitdme!).

P-hodnota

alpha/2
alpha/2

\ Krltlcky" obor W /

Tady vidime zase oboustranny test hypotéz, ale hodnota statistiky 7" ted patii do IS. V tomto piipadé je p-hodnota
(¢ervend plocha pod kfivkou od hodnoty T' do nekonecéna) velkd a je vétsi nez plocha a.. To znamend, Ze pravdépodobnost,
ze nulova hypotéza plati, je dost velka a nezamitdme ji. Nemtzeme ji ale potvrdit, pouze nevylu¢ujeme tuto moznost.

Pro jednostranné testy je princip stejny, jenom kriticky obor je pouze vlevo v ptipadé levostranného testu:
W= (—OO, ISL)

a je pouze vpravo pro pravostranny test:

W = (ISp,0),

viz obrazek s pravostrannym testem hypotéz.



pravostranny

P-hodnota

N, ) IS = obor pFijeti 1S_P \_L\r_/
Kriticky obor W /

Dokazete fict podle obrazku, zda v tomto piipadé zamitame nulovou hypotézu?
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Shrnuti

Jak je vidét, zavér, zda zamitdme nulovou hypotézu, délame na zakladé p-hodnoty. P-hodnotu ndm spocte statis-
ticky software (podobné jako IS — podle rozdéleni statistiky a souboru).

Proto potfebujeme pro testovani hypotéz pouze:

e spravneé zvolit test (o tom pozdéji),
e Hj — co testujeme,
e smeér testu — uréujeme pode H 4 (neplati pro vSechny testy, nékteré mohou byt pouze obou- nebo jednostranné),

e hladinu vyznamnosti .

Dale obecné soudime podle nasledujiciho pravidla:

Pokud pp, < a, zamitame Hy.

Pokud pj > «, nezamitame Hj.

Je nutné ale poznamenat, ze v ptfipadé zamitnuti nulové hypotézy nepotvrzujeme timto alternativni hypotézu.
Népodobné, pokud nezamitdme nulovou hypotézu, nepotvrzujeme ji. Pouze zamitnuti Hy ma statisticky vyznam.

Priklad

Sledujeme rychlost vozidel v tunelu Blanka na tseku s maximdln{ povolenou rychlost{ 70 km/h se smérodatnou
odchylkou 17. Policie tvrdi, Ze fidi¢i systematicky porusuji pravidla a jezd{ na tseku vyssi rychlosti. Chceme otestovat
toto tvrzeni na hladiné vyznamnosti 95% za predpokladu normality dat.

tPfipomeneme, Ze podle pravidla 3¢ bude v tomto piipadé rychlost od 67 do 73 km/h.



Zméfili jsme rychlost 100 ndhodné vybranych vozidel — to je vybér. Spocitali jsme vybérovy prumeér,
napi., X = 69.79 — to je nase statistika. Piedpokldddme normdlni rozdéleni rychlosti (je déna normalita dat),
zndme rozptyl (mdme smérodatnou odchylku), zajima nds prumérnd rychlost fidi¢u (parametr sttedni hodnota p).

Reseni

Nulovou hypotézu formulujeme podle tvrzeni. Formalné u Hy musime nejdiiv fict, Ze se parametr rovna predpoklddané
hodnoté (x = 70), a az potom k tomu piidame tvrzeni policie, Ze Fidi¢i jezd{ vyssi rychlost{ (p > 70). Nulové hy-
potéza tedy zni:

Hy: p=70 (nebo u>70) -
Alternativni hypotéza je opacné tvrzeni:

Hy: p<70 -

pridame podle tvrzeni.

musi byt opak Hy, a také urcuje, ze test je levostranny.

Ve Scilabu pouzijeme funkci z_test pro vypocet p-hodnoty, kterou volame takto:

//z_test(mu0,av,vr,n,side), kde mu0 je 70, av je vyb&rovy prum&r, vr je znamy rozptyl,
n je potet dat, side je strana testu (leva).

Pro nas piiklad to je:
z_test(70,69.79,1,100,°17)

Vysledek je:

pr, = 0.0178644 < 0.05 — zamitdme Hy.  Zavér: nenf pravda, ze Fidi¢i systematicky prevysuji rychlost 70 km/h.

Takto funguji testy hypotéz obecné, ale vypocet statistik a p-hodnoty se 1lisi v zavislosti na tom, co chceme testovat
a kolik vybértu mame. Proto je velice dulezité spravné zvolit test, ddle prace s nim v software je trividlni. Musime ale
byt schopni rozumét vysledkum testovéani. Prvni, podle ¢eho se rozhodujeme, jaky test pouzijeme, je pocet vybéru,
se kterymi pracujeme. Zacneme piipadem, kdy mame pouze jeden vybér.

Testy hypotéz pro jeden vybér

V pripadé jednoho vybéru se testy hypotéz lisi podle toho, co testujeme. RozliSujeme predevsim parametrické
testy, kde pracujeme s daty, kterd pochazi z normélniho rozdéleni, dale neparametrické testy, kde data nesplnuji
predpoklad normality nebo vybér je maly, a testy, které pouzijeme pro urceni rozdéleni dat, viz tabulka.

Testy parametru
s predpokladem normality

Neparametrické testy
bez predpokladu normality

Testy rozdéleni

Test sttedni hodnoty pii znadmém
rozptylu — z_test

Ho: p= po(>,<)

zndmy o

Test medidnu (znaménkovy test)
Hy: Zops = 53(0’5)0(>, <)

w/s test normality.
Hy: vybér ma normaélni rozdéleni

Test stfedni hodnoty
pri neznamém rozptylu — t_test
Ho: p= po(>,<)

nezndmy o? — pouzijeme s

2

Wilcoxonuv test — wilcoxon_test
Hy: Zo5 = T(0,5), (>, <)

Kolmogorov-Smirnovuv test
ks_test_cont, ks_test_disc

Hy: vybér ma teoretické rozdéleni
Pouge pravostranny

Test rozptylu — var_test
Hy: 0% = 03(>,<)

Shapiro-Wilkuv test normality
shapiro_test
Hy: vybér ma normdlni rozdéleni

v8echny levo-, pravo-, oboustranné

vSechny levo-, pravo-, oboustranné

Anderson-Darlinguv test — adtest
Hy: vybér mé teoretické rozdéleni

x? test dobré shody

pro normalitu — normCh2_test
pro jina rozd. — chisquare_test
Hy: vybér mé teoretické rozdéleni
Pouze pravostranny

Q-Q graf — qqplot
grafickd metoda




