
Přednáška 10 – Ř́ızeńı s regresńım modelem

Optimálńı ř́ızeńı p̌redstavy o chováńı systému + požadavky k ř́ızeńı

optimálńı hodnota u∗t v čase t

st – požadovaná hodnota (setpoint)
ω, λ – penalizace (voĺı se expertně)
Nap̌r., ω = 1, λ = 0.1

Penalizačńı funkce (p̌ŕıklady)

Jt = (yt − st)
2ω + (ut − ut−1)

2λ
Jt = y2t + λu2t

Kritérium optimality

N – interval ř́ızeńı
Součet penalizaćı → min
Jt – náhodná veličina

E [
N∑
t=1

Jt |d(0)] → min
ut

Minimalizace – dynamické programováńı

Úloha 

Start

t=N-2

t=N-1

t=N

t=1

Dílčí úlohy

Dílčí úlohy

... ...

Nebezpeč́ı ř́ızeńı s N = 1 – nebere se v úvahu vývoj výstupu
(jenom yt+1)



Program – ř́ızeńı s intervalem N = 1
clear, clc, close

nd=50; % počet dat
b0=.8; a1=.8; b1=1; % regresńı koeficienty
y(1)=3; u(1)=0; % počátečńı podḿınky
for t=2:nd

u(t)=-1/b0*(a1*y(t-1)+b1*u(t-1)); % ř́ıd́ıćı vstup
% výstup
y(t)=b0*u(t)+a1*y(t-1)+b1*u(t-1)+.1*randn(1,1);

end

yt = b0ut + a1yt−1 + b1ut−1 + et



Dynamické programováńı – Bellmanův princip optimality
Výpočet u∗t s ohledem na daľśı vývoj yt + použit́ı v čase t

Bellmanovy rovnice:

1 Výpočet sťredńı hodnoty φt = E [φ∗
t+1 + Jt |ut , d(t − 1)]

2 Minimalizace φ∗
t = min

ut
φt

Pro čas t = N,N − 1,N − 2, . . . , 1 φ∗
N+1 = 0

Výsledek – vzorec v čase t

u∗t = argminφt(d(t − 1))

Př́ıklad:
Regresńı model yt = b0ut+a1yt−1+b1ut−1+a2yt−2+b2ut−2+k+et
ve stavovém tvaru xt = Mxt−1 + Nut + ωt

Stav xt = [yt ut yt−1 ut−1 1]′

Penalizačńı funkce
Jt = y2t + λu2t = x ′tΩxt

Ω =


1 0 0 0 0
0 λ 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0





Př́ıklad ř́ızeńı s regresńım modelem – odvozeńı
Počátečńı podḿınky: φ∗

t+1 = x ′tRt+1xt = 0
Bellmanovy rovnice:

φt = E

x ′tΩxt︸ ︷︷ ︸
Jt

+ x ′tRt+1xt︸ ︷︷ ︸
φ∗
t+1

|ut , d (t − 1)

 Označ́ıme U = Ω+ Rt+1

= E [x ′tUxt ] = (Mxt−1 + Nut)
′︸ ︷︷ ︸

sťredńı hodnota

U (Mxt−1 + Nut) =

= x ′t−1M
′UM︸ ︷︷ ︸
C

xt−1 + 2u′t N
′UM︸ ︷︷ ︸
B

xt−1 + u′t N
′UN︸ ︷︷ ︸
A

ut =

Využijeme doplněńı na čtverec a algebraické úpravy:
= u′tAut + 2u′tA (A−1B)︸ ︷︷ ︸

St

xt−1 + x ′t−1S
′
tAStxt−1 + x ′t−1Cxt−1 −

−x ′t−1S
′
tAStxt−1 =

= (ut + Stxt−1)
′ A (ut + Stxt−1) + x ′t−1 (C − S

′
tASt)︸ ︷︷ ︸

Rt

xt−1

Optimálńı ř́ızeńı: u∗t = −Stxt−1



Př́ıklad ř́ızeńı s regresńım modelem – algoritmus

Rekurzivńı algoritmus

1 Pro čas t = N + 1 nastav́ıme
počátečńı podḿınky RN+1 = 0

2 Pro čas t = N,N − 1,N − 2, . . . , 1

U = Ω+ Rt+1

A = N ′UN

B = N ′UM

C = M ′UM

St = A−1B

Rt = C − S
′
tASt

ut = −Stxt−1

Poznámka

Jt s setpointy
u∗t = argminφt(st , d(t − 1))



clear, clc, close

nd=50; % interval ř́ızeńı
% parametry
b0=1; a1=.8; b1=.6; a2=-.3; b2=.1; k=3; sd=.1;

% počátečńı podḿınky
y(1)=3; y(2)=-1; u(1)=0; u(2)=0;

la=.1; % penalizace u t
M= [a1 b1 a2 b2 k; % parametry ve stavovém tvaru

0 0 0 0 0;

1 0 0 0 0;

0 1 0 0 0;

0 0 0 0 1];

N= [b0 1 0 0 0]’;

% penalizačńı funkce
Om=[1 0 0 0 0;

0 la 0 0 0;

0 0 0 0 0;

0 0 0 0 0;

0 0 0 0 0];



R=zeros(5,5); % počátečńı podḿınky pro optimalizaci
S=list();

for t=nd:-1:2 % cyklus optimalizace
U=R+Om;

A=N’*U*N;

B=N’*U*M;

C=M’*U*M;

S(t)=inv(A)*B;

R=C-S(t)’*A*S(t);

end

for t=3:nd % cyklus aplikace
x=[y(t-1) u(t-1) y(t-2) u(t-2) 1]’; % stav
u(t)=-S(t)*x; % ř́ıd́ıćı vstup
e(t)=sd*randn(1,1); % šum
y(t)=b0*u(t)+a1*y(t-1)+b1*u(t-1)+a2*y(t-2)+b2*u(t-2)+...

+k+e(t); % výstup
end



Př́ıklad – ř́ızeńı auta s doporučenou rychlost́ı

yt – rychlost auta [km/h]
st – doporučená rychlost [km/h]

ut – poloha pedálu plynu [%]
Jt = (yt − st)

2ω + (ut − ut−1)
2λ


