
Přednáška 2 – Regresńı model + model ve stavovém tvaru

Náhodné veličiny na systému – spojité nebo
diskrétńı

Princip stochastického modelu se spojitými veličinami

Matematický popis vztahu yt a jiných veličin + et

Př́ıklad: Pozorovaný systém – úsek silnice s nehodou

yt – délka kolony [m] v čase t

vt – počet p̌rij́ıžděj́ıćıch aut

yt−1 – zpožděná hodnota

parameter θ – pr̊uměrná délka auta (odhad)

Deterministický model: yt = yt−1 + θvt

Stochastický model: yt = yt−1 + θvt + et ⇒ hp f (yt |yt−1, vt , θ)



B́ılý šum s normálńım rozděleńım

Neměńı své stochastické vlastnosti:

Sťredńı hodnota šumu E [et ] = 0

Konstantńı rozptyl šumu D[et ] = r

Jednotlivé složky šumu –
navzájem nezávislé

Př́ıklad:

Odlet letadel ±2 min – b́ılý šum

Zpožděńı nar̊ustá +2 min, +1
min, +2 min, ... – �����b́ılý šum

hp šumu f (et) =
1√
2πr

exp{− 1

2r
e2t }



Princip stochastického modelu se spojitými veličinami

Př́ıklad (délka kolony):

yt = yt−1 + θvt︸ ︷︷ ︸
determ. část

+ et︸︷︷︸
stochast. část

et = yt − (yt−1 + θvt)︸ ︷︷ ︸
ŷt

Dosad́ıme yt − ŷt ḿısto et do hp šumu: f (et) =
1√
2πr

exp{− 1
2r e

2
t }

f (yt |yt−1, vt , θ) =
1√
2πr

exp{− 1

2r
(yt − ŷt)

2}

sťredńı hodnota ŷt , rozptyl r



Lineárńı regresńı model s normálńım šumem – obecně

yt = ψ′
tθ + et

Regresńı vektor (data) ψt = [ut yt−1 ut−1 . . . yt−n ut−n 1]′

Vektor regresńıch koeficient̊u (neznámé parametry)

θ = [b0 a1 b1 . . . an bn k]′

Pǒrad́ı veličin a parametr̊u ⇒ aby platilo:

yt = ψ′
tθ+et = b0ut+a1yt−1+b1ut−1+. . .+anyt−n+bnut−n+k+et ,

ψt a θ – sloupcové vektory

Pro skalárńı yt – v rovnici násob́ıme ψ′
tθ nebo θ′ψt
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Řád modelu n – nejvěťśı zpožděńı výstupu

Dynamický model (n > 0) vs. statický model (n = 0)



Př́ıklady
Dynamický regresńı model 1.̌rádu

yt = b0ut+a1yt−1+k+et , ψt = [ut yt−1 1]′, θ = [b0 a1 k]′

Dynamický regresńı model 2.̌rádu

yt = a1yt−1 + a2yt−2 + et , ψt = [yt−1 yt−2]
′, θ = [a1 a2]

′

Statický regresńı model 0.̌rádu

yt = b2ut−2+b3ut−3+k+et , ψt = [ut−2 ut−3 1]′, θ = [b2 b3 k]′

Využit́ı

Statický model – vztah veličin (spoťreba, emise, atd.)
Dynamický – vývoj (cena, rychlost, plyn, atd.) ⇒ p̌redpověd’

Lineárńı regresńı model ve tvaru hp (skalárńı yt) – obecně

f (yt |ψt ,Θ) =
1√
2πr

exp{− 1

2r
(yt − ψ′

tθ)
2}, kde Θ = {θ, r}



Program – simulace regresńıho modelu 1.̌rádu

clear,clc,close

% vektor regr. koeficient̊u
theta=[1 0.6 -0.3 0.1];

r=0.1; % rozptyl
nd=500; % počet dat
% ř́ıd́ıćı vstup
u=sin(50*(1:nd)/nd);

% počátečńı podḿınky
y(1)=1;

% cyklus
for t=2:nd

% regresńı vektor
ps=[u(t) y(t-1) u(t-1) 1];

% generováńı výstupu
y(t)=theta*ps’+sqrt(r)*randn(1,1);

end



Regresńı model ve stavovém tvaru
Regresńı model vyš̌śıho řádu ⇒ stavový model (vždy 1.̌rádu)

xt = Mxt−1 + Nut + ωt

xt – stav (informace o dosavadńım vývoji systému) – vektor
M,N – matice parametr̊u, ωt – b́ılý normálńı šum

Př́ıklad: yt = b0ut + a1yt−1+ b1ut−1+ a2yt−2+ b2ut−2+ k + et

xt = [yt ut yt−1 ut−1 1]′, xt−1 = [yt−1 ut−1 yt−2 ut−2 1]′

Převod do stavového tvaru:
yt
ut
yt−1

ut−1

1


︸ ︷︷ ︸

xt

=


a1 b1 a2 b2 k
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

M


yt−1

ut−1

yt−2

ut−2

1


︸ ︷︷ ︸

xt−1

+


b0
1
0
0
0


︸ ︷︷ ︸

N

ut+


et
0
0
0
0


︸ ︷︷ ︸

ωt

• Výhoda - máme v paměti pouze jeden zpožděný stav


