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O Brownove pavlcing a siti

Jan M. Swart

Ustav teorie informace a automatizace AV CR
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Diagonalni Ctvercova nriz
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ZacCiname s diagonalni CtverCovou mfrizi.



Nahodné Sipky

L S pravdepodobnosti 1/2 nakreslime Sipku doleva. . . J



Nahodné Sipky

L ...a se stejnou pravdepodobnosti doprava. J



Nahodné Sipky
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Udelame to pro kazdy bod.



Trajektorie
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Zajimaji nas trajektorie podél Sipek. J
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ékélujeme horizontalni vzdalenosti s ¢, vertikalni
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vzdalenosti s 2, a posilame ¢ — 0.
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Brownova pavucina

L V limité dostaneme Brownovu pavucinu. J



Nahodné prochazky
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Diskrétni trajektorie podél
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Brownovy pohyby

L V Brownove pavucine jsou trajektorie Brownovy pohyby. J



Brownuv pohyb

-

1827: Botanik Robert Brown pozoruje nepravidelny
pohyb malych Castic ponofenych ve vode.

1905: Albert Einstein vysvétluje pohyb ¢astic z narazt
molekul vody. Pohyb je priblizneé popsan jako Markovsky
proces s normalné rozdélenymi prirustky.

Zacatek 20-tych let minuleho stoleti: Norbert Wiener
konstruuje pravdepodobnostni miru na prostoru
spojitych trajektorii, ktera ma vlastnosti formulované
Einsteinem.

Soucasné: (matematicky) Brownuv pohyb je jeden ze
zakladnich pojmu teorie pravdépodobnosti.
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Splyvajici Brownovy pohyby

L Trajektorie zacinajici v riznych bodech splyvaji. J



Splyvajici Brownovy pohyby

L Trajektorie zacinajici v ruznych bodech splyvaji. J



Splyvajici Brownovy pohyby

L Trajektorie zacinajici v ruznych bodech splyvaji. J



Splyvajici Brownovy pohyby

L Trajektorie zacinajici v ruznych bodech splyvaji. J



Splyvajici Brownovy pohyby

L Trajektorie zacinajici v ruznych bodech splyvaji. J



Konstrukce
fBrownova pavucina se konstruuje ve dvou krocich: T

# Konstruujeme nekonecnou posloupnost splyvajicich
Brownovych pohybd, jejichz pocatecni body zakryvaiji
cely prostor.

#® Vezmeme si vSechny trajektorie, ktere jsou limity techto
trajektorii.

Vysledek Ize popsat jako “splyvajici Brownovy pohyby, zaci-

najici v kazdem bode v prostoru i case”.
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Aplikace
f.p Soustavy rek
# Rodokmeny
# Evoluce rozhrani
® Splyvajici castice



Historie Brownovy pavuciny
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Autofri a jeji motivace:
# R. Arratia (1979): jednorozmérni model volicu.

# B. Toth a W. Werner (1998): prava samoodpuzujici
prochazka.

#® L.R. Fontes, L.G.R. Isopi, C.M. Newman a
K. Ravishankar (2002-): jednorozmérny Pottstv model.
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Brownova pavucina

L Brownova pavucina. J



Trajektorie zacCinajici v Case nula
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L Splvajl’ci Brownovy phyby zacinajici vSude na primce. J



Bod, kde zainaji dve trajektorie
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L Existuji ndhodné by, kde zacCina vice trajektorii. J



Specialni body
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Specialni body jsou roztrideny podle poctu trajektorii
vedoucich do bodu a z bodu. Existuje 7 typu specialnich

L bodu. J
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Dualni Sipky

Normalni a dudlni Sipky.



Dualni Brownova pavucina
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L Aproximace Brownovy pavuciny (Cerna) a jeji prislusne J
dualni Brownovy pavuciny (bila).

O Browi



Dualni Brownova pavucina




Dudalni struktura specialnich bodu

Struktura dualnich trajektorii ve specialnich bodech.
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Brownova sit’

L V limité dostaneme Brownovu sit'. J
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Levé a prave trajektorie

—
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L V limité leve a praveé trajektorie jsou Brownovy pohyby s
driftem —1 respektive +1.
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Levé a prave trajektorie
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Interakce mezi levymi a pravymi trajektoriemi je dana
stochastickou diferencialni rovnici (SDR):

dLy=1¢1,2pydB; + 11, _pyd B —dt,
th — 1{Lt#Rt}dB£ —|— 1{Lt=Rt}d —|— dt
B}, B!, I3; jsou zde nezavislé Brownovy pohyby a L; a i,

jsou podrizené podmince, ze L; < R; pro kazde
t>T :=inf{u>0:L, < R,}.
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Leva Brownova pavicina

Levé trajektorie tvori levou Brownovu pavucinu. . .
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Prava Brownova pavicina

L ...a prave trajektorie tvori pravou Brownovu pavucinu. J



Levo-prava Brownova pavicina

= E 2 2
\_ Spolecneé jsou znamé pod nazvem “levo-prava Brownova J
pavucina”.



Konstrukce Brownovy site
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“Konstrukce pomoci prestupt” [Sun & S. 2008]:

1. Konstruujeme levo-pravou Brownovu pavucinu pomoci
“levo-pravé SDR”.

2. Pridame vSechny trajektorie, které Ize konstruovat
prestupy z levych trajektorii na pravé a naopak.

3. Pridame vSechny trajektorie, které jsou limity trajektorii
konstruovanych v kroku 2.

Jiné konstrukce: “Konstrukce pomoci klind”, “Konstrukce
pomoci ok” [Sun & S. 2008] “Konstrukce pomoci
naznacenych bodl” [Newman, Ravishankar & Schertzer
2008]
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Brownova sit’

Brownova sit.



Proces \étvicich se a splyvajicich bodu
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L Trajektorie v Brownove siti zaCinajici v case nula tvori J
“proces vétvicich se a splyvajicich bodu”.
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Proces \étvicich se a splyvajicich bodu
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#® Markovsky proces s hodnotami v uzavienych
podmnozinach realne cary.

® Stacionarni rozdéleni: Poissonovska bodova mnozina s
hustotou 2.

# V kazdém deterministickem case t > 0 je proces
lokalné konecny.

# Existuji ndahodné Casy, kdy proces neni lokalne
konecny.
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Specialni body Brownovy sié
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Nehledé na zrdcadlové obrazy existuje 9 typu specialnich
bodu Brownovy sité. [Schertzer, Sun & S. 2009].
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Konec

D&kuji Vam!
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