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Diagonální �ctver�cová m�rí�

Za�cínáme s diagonální �ctver�covou m�rí�í.
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Náhodné šipky

S pravd�epodobností 1=2 nakreslíme šipku doleva. . .
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Náhodné šipky

. . . a se stejnou pravd�epodobností doprava.
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Náhodné šipky

Ud�eláme to pro ka�dý bod.
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Trajektorie

Zajímají nás trajektorie podél šipek.
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Difúzní škálování

Škálujeme horizontální vzdálenosti s " , vertikální
vzdálenosti s "2, a posíláme " ! 0.
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Brownova pavu�cina

V limit �e dostaneme Brownovu pavu�cinu.
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Náhodné procházky

Diskrétní trajektorie podél šipek jsou náhodné procházky.
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Brownovy pohyby

V Brownov�e pavu�cin �e jsou trajektorie Brownovy pohyby.
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Brown	uv pohyb

1827: Botanik Robert Brown pozoruje nepravidelný
pohyb malých �cástic pono�rených ve vod�e.

1905: Albert Einstein vysv �etluje pohyb �cástic z náraz 	u
molekul vody. Pohyb je p�ribli�n �e popsán jako Markovský
proces s normáln �e rozd�elenými p�rír 	ustky.

Za�cátek 20-tých let minulého století: Norbert Wiener
konstruuje pravd�epodobnostní míru na prostoru
spojitých trajektorií, která má vlastnosti formulované
Einsteinem.

Sou�casn�e: (matematický) Brown	uv pohyb je jeden ze
základních pojm	u teorie pravd �epodobnosti.
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Splývající Brownovy pohyby

Trajektorie za�cínající v r 	uzných bodech splývají.
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Splývající Brownovy pohyby

Trajektorie za�cínající v r 	uzných bodech splývají.
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Splývající Brownovy pohyby

Trajektorie za�cínající v r 	uzných bodech splývají.
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Splývající Brownovy pohyby

Trajektorie za�cínající v r 	uzných bodech splývají.
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Splývající Brownovy pohyby

Trajektorie za�cínající v r 	uzných bodech splývají.
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Konstrukce

Brownova pavu�cina se konstruuje ve dvou krocích:

Konstruujeme nekone�cnou posloupnost splývajících
Brownových pohyb	u, jejich� po �cáte�cní body zakrývají
celý prostor.

Vezmeme si všechny trajektorie, které jsou limity t �echto
trajektorií.

Výsledek lze popsat jako “splývající Brownovy pohyby, za�cí-

nající v ka�dém bod �e v prostoru i �case”.
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Aplikace

Soustavy �rek

Rodokmeny

Evoluce rozhraní

Splývající �cástice
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Historie Brownovy pavu�ciny

Auto�ri a její motivace:

R. Arratia (1979): jednorozm�erní model voli �c 	u.

B. Tóth a W. Werner (1998): pravá samoodpuzující
procházka.

L.R. Fontes, L.G.R. Isopi, C.M. Newman a
K. Ravishankar (2002–): jednorozm�erny Potts 	uv model.
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Brownova pavu�cina

Brownova pavu�cina.
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Trajektorie za �cínající v �case nula

Splývající Brownovy pohyby za�cínající všude na p�rímce.
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Bod, kde za�cínají dv�e trajektorie

Existují náhodné body, kde za�cíná více trajektorií.
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Speciální body

Speciální body jsou rozt�ríd �eny podle po�ctu trajektorií
vedoucích do bodu a z bodu. Existuje 7 typ 	u speciálních

bod	u.
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Duální šipky

Normální a duální šipky.
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Duální Brownova pavu�cina

Aproximace Brownovy pavu�ciny (�cerná) a její p�ríslušné
duální Brownovy pavu�ciny (bílá).
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Duální Brownova pavu�cina

Normální a duální trajektorie za�cínající v pevných �casech.
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Duální struktura speciálních bod	u

Struktura duálních trajektorií ve speciálních bodech.
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P�ridání v �etvení

S pravd�epodobností " nakreslíme dv�e šipky v jednom bod�e.
Škálujeme difusn�e a posíláme " ! 0.
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Brownova sít'

V limit �e dostaneme Brownovu sít'.
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Levé a pravé náhodné procházky

V diskrétní aproximaci nakreslíme levé trajektorie mod�re a
pravé trajektorie �cerven�e.
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Levé a pravé trajektorie

V limit �e levé a pravé trajektorie jsou Brownovy pohyby s
driftem � 1 respektive +1 .
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Levé a pravé trajektorie

Interakce mezi levými a pravými trajektoriemi je dána
stochastickou diferenciální rovnicí (SDR):

dL t = 1 f L t 6= R t gdB l
t + 1 f L t = R t gdB s

t � dt;

dRt = 1 f L t 6= R t gdB r
t + 1 f L t = R t gdB s

t + d t:

B l
t ; B r

t ; B s
t jsou zde nezávislé Brownovy pohyby a L t a Rt

jsou pod�rízené podmínce, �e L t � Rt pro ka�dé
t � T := inf f u � 0 : Lu � Rug.
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Levá Brownova pavu�cina

Levé trajektorie tvo�rí levou Brownovu pavu�cinu. . .
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Pravá Brownova pavu�cina

. . . a pravé trajektorie tvo�rí pravou Brownovu pavu�cinu.
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Levo-pravá Brownova pavu�cina

Spole�cn �e jsou známé pod názvem “levo-pravá Brownova
pavu�cina”.
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Konstrukce Brownovy sít�e

“Konstrukce pomocí p�restup	u” [Sun & S. 2008]:

1. Konstruujeme levo-pravou Brownovu pavu�cinu pomocí
“levo-pravé SDR”.

2. P�ridáme všechny trajektorie, které lze konstruovat
p�restupy z levých trajektorií na pravé a naopak.

3. P�ridáme všechny trajektorie, které jsou limity trajektorií
konstruovaných v kroku 2.

Jiné konstrukce: “Konstrukce pomocí klín 	u”, “Konstrukce
pomocí ok” [Sun & S. 2008] “Konstrukce pomocí

nazna�cených bod	u” [Newman, Ravishankar & Schertzer
2008]
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Brownova sít'

Brownova sít'.
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Proces v�etvících se a splývajících bod	u

Trajektorie v Brownov�e síti za�cínající v �case nula tvo�rí
“proces v �etvících se a splývajících bod	u”.
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Proces v�etvících se a splývajících bod	u

Markovský proces s hodnotami v uzav�rených
podmno�inách reálné �cáry.

Stacionární rozd�elení: Poissonovská bodová mno�ina s
hustotou 2.

V ka�dém deterministickém �case t > 0 je proces
lokáln �e kone�cný.

Existují náhodné �casy, kdy proces není lokáln �e
kone�cný.
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Speciální body Brownovy sít�e

Nehled�e na zrdcadlové obrazy existuje 9 typ 	u speciálních
bod	u Brownovy sít �e. [Schertzer, Sun & S. 2009].

O Brownov�e pavu�cin �e a s�́ti – p.40/41



Konec

D�ekuji Vám! O Brownov�e pavu�cin �e a s�́ti – p.41/41
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