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Centrálni limitńı věta

Nechť je (Xk)k≥1 posloupnost nezávislých, stejně rozdělených
reálných náhodných proměnných se sťredńı hodnotou E[Xk ] = 0,
jejichž variance σ2 := E[X 2

k ] plńı 0 < σ2 <∞. Definujeme

Sn :=
n∑

k=1

Xk (n ≥ 0).

Potom
P
[

1√
σ2n

Sn ∈ ·
]

=⇒
n→∞

P
[
N ∈ ·

]
,

kde ⇒ znač́ı slabou konvergenci pravděpodobnostńıch rozděleńı a
N je standardńı normálně rozdělená náhodná proměnná.
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Donsker̊uv princip invariance

Náhodná funce n 7→ Sn je náhodná procházka.
Pro každé ε > 0, nechť je

Sεt := ε 1σSbt/ε2c (t ≥ 0).

Potom
P
[
(Sεt )t≥0 ∈ ·

]
=⇒
ε→0

P
[
(Bt)t≥0 ∈ ·

]
,

kde ⇒ znač́ı slabou konvergenci pravděpodobnostńıch rozděleńı na
vhodném1 prostoru funkćı, a (Bt)t≥0 je Brown̊uv pohyb (Wiener̊uv
proces).

1K tomu se dostaneme.
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Sudá mř́ıžka

Z2
sud := {(x , t) ∈ Z2 : x + t je sudé}.
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Konfigurace šipek

S pravděpodobnost́ı 1
2 nakresĺıme šipku doleva.
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Konfigurace šipek

S pravděpodobnost́ı 1
2 nakresĺıme šipku doprava.
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Konfigurace šipek

Nezávisle pro každý bod v mř́ıžce.
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Skálovaćı limita

ε
ε2

Všechny vzdálenost́ı v prostoru násob́ıme ε
a všechny časové úseky násob́ıme ε2.
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Skálovaćı limita

Našim ćılem je dokázat, že existuje limita pro ε→ 0.
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Trajektorie

V každém bodě zač́ıná náhodná procházka.
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Trajektorie

V limitě taková náhodná procházka
konverguje k Brownovému pohybu.
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Trajektorie

Náhodné procházky, které zač́ınaj́ı v r̊uzných bodech, splývaj́ı.
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Trajektorie

V limitě dostaneme splývaj́ıćı Brownovy pohyby.
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Trajektorie

V limitě dostaneme splývaj́ıćı Brownovy pohyby.
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Brownova śı̌t

Naš́ım ćılem je definovat objekt, který odpov́ıdá neformálńımu
popisu:

Splývaj́ıćı Brownovy pohyby, které zač́ınaj́ı v každém bodě
časoprostoru.

Nav́ıc chceme dokázat, že konfigurace šipek, po skálováńı ε,
konverguj́ı k Brownově śıti.
Nejďŕıve poťrebujeme definovat správný způsob konvergence.
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Topologické definice

(0, 0)

(∞, 2)

(−∞,−1)

(−1,∞)

(∞,−∞)

Nejďŕıve kompaktujeme prostor a čas t́ım, že nahrad́ıme R
kompaktńı reálńı osou [−∞,∞]. . .
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Topologické definice

(0, 0)

(∗,∞)

(∗,−∞)

(−∞,−1)

(2,∞)

. . . potom stáhneme množiny [−∞,∞]× {−∞}
a [−∞,∞]× {∞} každou do jednoho bodu.
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Topologické definice

Trajektorie je spojitá funkce π : [σπ,∞)→ [−∞,∞],
kde σπ ∈ R znač́ı počátečńı čas.
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Topologické definice

Trajektorii π ztotožńıme s jej́ım grafem{
(π(t), t) : t ∈ [σπ,∞)

}
∪ {(∗,∞)}.
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Topologické definice

dH(π1,π2)

Opaťŕıme prostor Π všech trajektoríı Hausdorffovou metrikou

dH(π1, π2) := sup
z1∈π1

inf
z2∈π2

d(z1, z2) ∨ sup
z2∈π2

inf
z1∈π1

d(z1, z2),

kde d znač́ı metriku na kompaktovaném časoprostoru.
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Topologické definice

Pokud p̌ŕıdáme triválńı trajektorie, které jsou konstantně −∞ nebo
+∞, stane se prostor všech trajektoríı v konfigurace šipek

kompaktńı podmnožinou prostoru Π.
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Topologické definice

Prostor K(Π) všech kompaktńıch podmnožin prostoru trajektoríı Π
znovu opaťŕıme Hausdorffovou metrikou:

dHH(U1,U2) := sup
π1∈U1

inf
π2∈U2

dH(π1, π2) ∨ sup
π2∈U2

inf
π1∈U1

dH(π1, π2),

kde dH znač́ı metriku na Π.

Definujme difusńı skálovaćı zobrazeńı θε

θε(x , t) := (εx , ε2t),

a položme

θε(π) :=
{
θε(x , t) : (x , t) ∈ π

}
θε(U) :=

{
θε(π) : π ∈ U

}
.
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Konvergence k Brownově pavučině

Věta [Fontes, Isopi, Newman, Ravishankar (2003)] Nechť je U
náhodná množina všech trajektoríı v konfiguraci šipek. Potom

P[θε(U) ∈ · ] =⇒
ε→0

P[W ∈ · ],

kde ⇒ znač́ı slabou konvergenci pravděpodobnostńıch měr na
prostoru K(Π) a limitńı náhodná kompaktńı množina trajektoríı W
se jmenuje Brownova pavučina (Brownian web).
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Brownova pavučina

Brownova pavučina W je kompaktńı podmnožina prostoru
trajektoríı Π s následuj́ıćı definićı:

I V každém daném, deterministickém bodě z ∈ R2 zač́ıná skoro
jistě p̌resně jedna trajektorie pz ∈ W.

I Trajektorie pz1 , . . . , pzk , které zač́ınaj́ı v konečně mnoha
daných bodech z1, . . . , zk ∈ R2, jsou rozdělené jako splývaj́ıćı
Brownovy pohyby.

I Pro kažou danou spočetnou hustou množinu D ⊂ Rd plat́ı, že
W je uzávěr množiny {pz : z ∈ D} všech trajektoríı, které
zač́ınaj́ı v D.
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Brownovy pohyby.
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Brownova pavučina

Umělecká p̌redstava Brownovy pavučiny

Jan M. Swart O Brownově pavučině a śıti



Brownova pavučina

Všechny trajektorie, které zač́ınaj́ı v čase 0.
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Brownova pavučina

Existuj́ı náhodné body, kde zač́ınaj́ı dvě trajektorie.
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Speciálńı body

(0, 1)

(1, 1) (2, 1) (1, 2)l

(0, 2) (0, 3)
(1, 2)r

Body v rovině můžeme rozlǐsovat podle toho,
kolik trajektoríı v nichž zač́ıná nebo do nichž doraźı.

Vcelku existuje 7 r̊uzných typů bodů.
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Duálńı šipky

Duálńı šipky ukazuj́ı dol̊u.
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Duálni Brownova pavučina

Konfigurace duálńı šipek konverguje k duálńı Brownově pavučině.
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Duálni Brownova pavučina

Ke každé Brownově pavučině může p̌rǐradit duálńı pavučinu Ŵ,
která je skoro jǐstě jednoznačně určená a stejně rozdělená jako
původńı pavučina po rotaci o 180◦.

Duálńı trajektorie se odraźı od trajektoríı, které vedou nahoru.

Přesněji řečeno: pokud si svoĺıme konečně mnoho bodů, a
podḿıńıme na trajektorie, které z těchto bodů vedou nahoru, pak
podḿınenou distribuci duálńıch trajektoríı lze popsat
Skorohodovou reflekćı.
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Duálni Brownova pavučina

Všechny trajektorie v pavučině (černé) a duálńı pavučině (bilé),
které zač́ınaj́ı ve dvou daných časech.
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Speciálńı body

Struktura r̊uzných typů bodů z pohledu duálńı pavučiny.
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Universalita

Stejně jako normálńı rozděleńı a Brownův pohyb, je i Brownova
pavučina do jsté ḿıry universálńı skálovaćı limitou.

Nap̌ŕıklad je Brownova pavučina skálovaćı limita obecněǰśıch
splývaj́ıćıch náhodných procházek, jejichž p̌rir̊ustky maj́ı libovolné
rozděleńı na Z, které ovšem muśı ḿıt konečný ťret́ı moment.

Nav́ıc se Brownova pavučina vyskytne ve studiu komunikačńıch śıt́ı.
Představme se, že každý bod Poissonové bodové množiny
p̌redstavuje člověk.
Každý člověk pośılá zprávu buď p̌ŕımo do centrále, nebo na
nejbližš́ı člověk, který je bĺıž k centráli.
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Universalita

Tento model je známý jako Euclidean directed spanning forest2

(DSF).
2Děkuji Katěrině Pawlasové za obrázky.
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Universalita
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Větveńı

Změńıme naši konfiguraci šipek t́ım, že v každém bodě s malou
pravděpodobnost́ı ε nakresĺıme jak šipku doleva, tak šikpu doprava.
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Větveńı

ε
ε2

Zase všechny vzdálenost́ı v prostoru násob́ıme ε
a všechny časové úseky násob́ıme ε2.
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Větveńı

Teď v každém bodě zač́ıná mnoho trajektoríı.
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Trajektorie vlevo a vpravo

V každém bodě ale zač́ıná jedna trajektorie, která
je úplně vlevo, a jedná, která je úplně vpravo.
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Trajektorie vlevo a vpravo

Trajektorie vlevo a vpravo v limitě.
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Trajektorie vlevo a vpravo

V limitě jsou trajektorie vlevo a vpravo popsány následuj́ıćı
stochastickou diferenciálńı rovnićı:

dLt = 1{Lt 6=Rt}dB l
t + 1{Lt=Rt}dBs

t − dt,

dRt = 1{Lt 6=Rt}dBr
t + 1{Lt=Rt}dBs

t + dt,

kde B l
t ,B

r
t ,B

s
t jsou nezávislé Brownovy pohyby, a Lt a Rt plńı

podḿınku Lt ≤ Rt pro každé t ≥ τ := inf{u ≥ 0 : Lu = Ru}.

Množina {t : Lt = Rs} neńı nikde hustá
a má positivńı Lebesgueovou ḿıru.
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Levá Brownova pavučina

Všechny trajektorie vlevo tvǒŕı levou Brownovu pavučinu. . .
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Pravá Brownova pavučina

. . . a trajektorie vpravo tvǒŕı pravou Brownovu pavučinu.
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Konvergence k Brownově śıti

Věta [Sun, S. (2008)] Nechť je Uε náhodná množina všech
trajektoríı v konfiguraci šipek s větveńım. Potom

P[θε(Uε) ∈ · ] =⇒
ε→0

P[N ∈ · ],

kde ⇒ znač́ı slabou konvergenci pravděpodobnostńıch měr na
prostoru K(Π) a limitńı náhodná kompaktńı množina trajektoríı N
se jmenuje Brownova śı̌t (Brownian net).
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Brownova śı̌t

Umělecká p̌redstava Brownovy śıtě.
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Brownova śı̌t

Všechny trajektorie, které zač́ınaj́ı v čase 0.
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Proces rozděleńı a sjednoceńı

Pro každou uzav̌renou množinu A ⊂ R,

ξt :=
{
πt : ∃π ∈ N t.ž. σπ = 0, π0 ∈ A

}
(t ≥ 0)

definuje Markovský proces (ξt)t≥0, který nabere hodnoty v
prostoru všech uzav̌rených podmnožin reálńı osy.

(i) Invariantńı ḿırá: rozděleńı Poissonové bodové množiny s
intensitou 2.

(ii) Pro deterministické t > 0 a a < b plat́ı, že ξt ∩ (a, b) je skoro
jistě konečná.

(iii) Existuj́ı ale náhodné časy, ve kterém ξt neńı lokálně konečná,
a takové časy tvǒŕı dokonce hustou podmnožinu [0,∞).
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Konvergence k Brownově śıti

Důkaz věty o konvergenci k Brownově śıti

1. Konvergence množin všech trajektoríı vlevo a vpravo:
P[θε(U l

ε,U r
ε) ∈ · ] =⇒

ε→0
P[(W l,Wr) ∈ · ].

2. Těsnost implikuje konvergenci podposloupnosti: existuj́ı
εn → 0 a náhodná kompaktńı množina K ⊂ Π, takže
P[Uεn ∈ · ] =⇒

n→∞
P[K ∈ · ].

3. Dolńı mez N− ⊂ K.

4. Horńı mez K ⊂ N+.

5. N− = N+ =: N .
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Dolńı mez

Dolńı mez N− je uzávěr množiny všech trajektoríı, které lze
konstruovat p̌reskakováńım z levé trajektorie na pravou trajektorii a
zpět, v bodech kde se ǩŕıž́ı.
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Horńı mez

Oka śıtě jsou definováná jako oblast mezi dvěma trajektoriemi
duálńı levé a pravé pavučiny, které se v dolńım bodu oka dotýkaj́ı.
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Horńı mez

Horńı mez N+ je definován jako množina všech trajektoríı, které
nevstoupaj́ı zvenku do žádného oka śıtě.
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Historické poznámky

I R. Arratia (’79,’81) studuje Brownovy pohyby, které zač́ınaj́ı v
každém bodě cašoprostoru.

I B. Tóth a W. Werner (’98) najdou všechny speciálńı body.

I F. Soucaliuc, B. Tóth a W. Werner (’00) popisuj́ı jak se
duálńı trajektorie odraźı od trajektoríı vedoućıch nahoru.

I L. Fontes, M. Isopi, C. Newman a K. Ravishankar (’04) se
poprvé na Brownovu pavučinu d́ıvaj́ı jako na kompaktńı
množinu trajektoríı a dokazuj́ı konvergenci konfiguraćı šipek k
pavučině.

I C. Newman, K. Ravishankar a R. Sun (’05) dokazuj́ı
konvergenci pro splývaj́ıćı náhodné procházky, jejichž p̌rir̊ustky
maj́ı konečný pátý moment.
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Historické poznámky

I S. Belhaouari, T. Mountford, R. Sun a G. Valle (’06) dokazuj́ı
konvergenci pro splývaj́ıćı náhodné procházky, jejichž p̌rir̊ustky
maj́ı konečný (3 + ε)-tý moment.

I F. Baccelli a C. Bordenave (’07) vynalézaj́ı Euclidean directed
spanning forest.

I R. Sun and J.S. (’08) vynalézaj́ı Brownovu śı̌t a dokazuj́ı
konvergenci k ńı pro konfigurace šipek s větveńım.

I C. Newman, K. Ravishankar, and E. Schertzer (’10) publikuj́ı
alternativńı konstrukci Brownovy śıtě.

I D. Coupier, K. Saha, A. Sarkar a V.C. Tran (’20) dokazuj́ı, že
Euclidean directed spanning forest konverguje k Brownově
pavučině.
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Otev̌rené problémy

I Konvergence k Brownově śıti pro obecné splývaj́ıćı náhodné
procházky s větveńım.

I Charakterizace generatoru procesu rozděleńı a sjednoceńı.
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