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Centralni limitni véta

Necht je (Xk)k>1 posloupnost nezavislych, stejn& rozd&lenych
redlnych ndhodnych proménnych se stfedni hodnotou E[X] = 0,
jejichZ variance 02 := E[X?] pIni 0 < 02 < co. Definujeme

n
Sh ::ZXk (n>0).
k=1

Potom

Pl[A=Sn€ ] = P[Ne -],

kde = zna&i slabou konvergenci pravdépodobnostnich rozdéleni a
N je standardni normalné rozdélend ndhodna proménna.
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Donskerliv princip invariance

Ndhodna funce n+— S, je ndhodnd prochdzka.
Pro kazdé € > 0, necht je

Sf = E%SI_t/Eﬂ (t > 0)

Potom
P[(S{)ez0 € -] = P[(Be)ezo € ],

kde = znali slabou konvergenci pravdépodobnostnich rozdéleni na
vhodném? prostoru funkci, a (B)>0 je Browniiv pohyb (Wieneriiv
proces).

'K tomu se dostaneme.
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Sudd m¥izka

72 4= {(x,t) € Z? : x + t je sudé}.
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Konfigurace Sipek

S pravdépodobnosti % nakreslime Sipku doleva.
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Konfigurace Sipek

S pravdépodobnosti % nakreslime Sipku doprava.
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Skalovaci limita
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V8echny vzdalenosti v prostoru ndsobime e

a viechny tasové liseky nasobime 2.
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Skalovaci limita
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Nasim cilem je dokazat, Ze existuje limita pro € — 0.
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Skdlovaci limita
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Nasim cilem je dokdzat, Ze existuje limita pro € — 0.
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V limité takovd ndhodna prochazka
konverguje k Brownovému pohybu.
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Trajektorie




i

V limité dostaneme splyvajici Brownovy pohyby.
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V limité dostaneme splyvajici Brownovy pohyby.
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Brownova sit

Nasim cilem je definovat objekt, ktery odpovida neformalnimu
popisu:
Splyvajici Brownovy pohyby, které za&inaji v kaZdém bodé&
casoprostoru.

Navic chceme dokézat, Ze konfigurace Sipek, po skalovani ¢,
konverguji k Brownové siti.
Nejd¥ive potfebujeme definovat spravny zplisob konvergence.
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Topologické definice

(_1? OO)

(0,0)

(007 _OO)

Nejd¥ive kompaktujeme prostor a €as tim, Ze nahradime R
kompaktni redIni osou [—o0, o0]. . .
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Topologické definice

(¥, 00)

/AN

7 T\

... potom stdhneme mnoZiny [—o0, c0] x {—o0}
a [—o0, 0] x {oo} kazdou do jednoho bodu.
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Topologické definice
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Trajektorie je spojitd funkce 7 : [0, 00) — [—00, 0],
kde o, € R zna&i pocatecni &as.
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Topologické definice
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Trajektorii m ztotoZnime s jejim grafem

{(w(¢),t) - t € [o,00)} U{(*,0)}.
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Topologické definice
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Opat¥ime prostor I viech trajektorii Hausdorffovou metrikou

dr(m1,m2) == sup inf d(z1,22)V sup inf d(z1,z),

z €M Z2€7M2 zET AET

kde d zna&i metriku na kompaktovaném &asoprostoru.
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Topologické definice
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Pokud p¥iddme trivalni trajektorie, které jsou konstantné —oo nebo
400, stane se prostor v8ech trajektorii v konfigurace Sipek
kompaktni podmnoZinou prostoru [I1.
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Topologické definice

Prostor KC(IM) vEech kompaktnich podmnoZin prostoru trajektorii I
znovu opatfime Hausdorffovou metrikou:

dHH(ul,Mz) = sup inf CI'H(7T1,7T2)\/ sup inf dH(7T1,7T2),
n1 €Uy T2EU2 Tyl T1EUL

kde dy zna&i metriku na [1.

Definujme difusni skdlovaci zobrazeni 6.
0-(x,t) == (ex,&2t),
a poloZme

0=(7) == {0-(x,t) : (x,t) € 7} 0:(U) = {0-(m) : m € U}.
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Konvergence k Brownové pavuding

Vé&ta [Fontes, Isopi, Newman, Ravishankar (2003)] Necht je U/
nahodnd mnoZina viech trajektorii v konfiguraci Sipek. Potom

Po-(U) € -] = P[W € -],
e—0
kde = znad&i slabou konvergenci pravdépodobnostnich mér na

prostoru C(IM) a limitni ndhodnd kompaktni mnoZina trajektorii VW
se jmenuje Brownova pavucina (Brownian web).
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Brownova pavudina

Brownova pavucina W je kompaktni podmnoZina prostoru
trajektorii 1 s nasledujici definicf:
» V kazdém daném, deterministickém bod& z € R? za&ing skoro
jist& presné jedna trajektorie p, € W.
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trajektorii 1 s nasledujici definicf:
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Brownova pavudina

Brownova pavucina W je kompaktni podmnoZina prostoru
trajektorii 1 s nasledujici definicf:

» V kazdém daném, deterministickém bod& z € R? za&ing skoro
jist& presné jedna trajektorie p, € W.

» Trajektorie p;,, ..., pz, které zatinaji v kone¢né mnoha
danych bodech zi, ...,z € R?, jsou rozd&lené jako splyvajici
Brownovy pohyby.

» Pro kaZou danou spotetnou hustou mno¥inu D C RY plati, Ze
W je uzavér mnoziny {p, : z € D} vSech trajektorii, které
zatinaji v D.
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Brownova pavudina
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Umeéleckd predstava Brownovy pavudiny
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Brownova pavudina
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Vsechny trajektorie, které za¢
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Brownova pavudina

VW
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Existuji ndhodné body, kde za&inaji dvé traJektorle
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Specidlni body
(1,1) (2,1) (1,2) /

|
NSNS

(0,2) (0,3)°

Body v roviné miiZzeme rozliSovat podle toho,
kolik trajektorii v nichz za¢ind nebo do nichZ dorazi.
Vcelku existuje 7 riznych typl bodd.
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Dualni Sipky

Dualni Sipky ukazuji dold.
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Dudlni Brownova pavudina
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Konfigurace dudlini Sipek konverguje k dudini Brownové pavuding.
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Dudlni Brownova pavudina

Ke kazdé Brownové pavudingé mize pr¥ifadit dudini pavulinu W,
ktera je skoro jisté jednoznacné uréend a stejné rozdélend jako
plivodni pavudina po rotaci o 180°.

Dudlni trajektorie se odrazi od trajektorii, které vedou nahoru.

PYesnégji fe¢eno: pokud si svolime kone¢né mnoho bodi, a
podminime na trajektorie, které z téchto bodi vedou nahoru, pak
podminenou distribuci dudlnich trajektorii Ize popsat
Skorohodovou reflekci.
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Dudlni Brownova pavudina

V&echny trajektorie v pavuéiné (¢erné) a dudlni pavutiné (bilé),
které zadinaji ve dvou danych &asech.
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Specidlni body

N IN/

A

Struktura rdznych typl bodi z pohledu dudini pavuciny.
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Universalita

Stejné jako normalni rozdéleni a Brown(v pohyb, je i Brownova
pavucina do jsté miry universdini skdlovaci limitou.

Napf¥iklad je Brownova pavucina skalovaci limita obecnéjsich
splyvajicich ndhodnych prochazek, jejichz pfirlistky maji libovolné
rozdéleni na Z, které ovséem musi mit koneény tfeti moment.

Navic se Brownova pavudina vyskytne ve studiu komunika&nich siti.
PFfedstavme se, Ze kazdy bod Poissonové bodové mnoZiny
predstavuje &lovék.

Kazdy ¢lovék posild zpravu bud pfimo do centréle, nebo na

AT

nejbliz8i ¢lovek, ktery je bliz k centrali.
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Universalita

Tento model je zndmy jako Euclidean directed spanning forest?
(DSF).

2D&kuji Kate¥ing Pawlasové za obrazky.
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Zménime nasi konfiguraci Sipek tim, Ze v kazdém bodé s malou
pravdépodobnosti € nakreslime jak Sipku doleva, tak Sikpu doprava.
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Zménime nasi konfiguraci Sipek tim, Ze v kazdém bodé s malou
pravdépodobnosti € nakreslime jak Sipku doleva, tak Sikpu doprava.
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Zase vSechny vzdalenosti v prostoru ndsobime e

a vdechny tasové liseky nasobime 2.
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Ted v kazdém bod& za&nd mnoho trajektorif.
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Trajektorie vlevo a vpravo
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V kaZzdém bodé ale zalina jedna trajektorie, kterd
je uplné vlevo, a jedna, kterd je uplné& vpravo.
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Trajektorie vlevo a vpravo

Trajektorie vlevo a vpravo v limité.
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Trajektorie vlevo a vpravo

V limité jsou trajektorie vlevo a vpravo popsany nasledujici
stochastickou diferencidlni rovnici:

dLe =1, 2rydB} + 1{1,—g,ydB; — dt,

dR; = 1{Lt¢Rt}dB§ + 1{Lt:Rt}dB; + dt,
kde B!, BI, 5. jsou nezdvislé Brownovy pohyby, a L; a R; plni
podminku L; < R; pro kazdé t > 7 :=inf{lu>0:L, = R,}.

MnoZina {t : L; = Rs} neni nikde hustd
a ma positivni Lebesgueovou miru.
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Leva Brownova pavudina

Vsechny trajektorie vlevo tvofi levou Brownovu pavudinu. . .
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Pravd Brownova pavucina

...a trajektorie vpravo tvoFi pravou Brownovu pavudinu.
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Konvergence k Brownové siti

Vé&ta [Sun, S. (2008)] Necht je U. ndhodnd mnoZina viech
trajektorii v konfiguraci Sipek s v&tvenim. Potom

PlO:(Ue) € -] = PN € -],
e—0
kde = znad&i slabou konvergenci pravdépodobnostnich mér na

prostoru KC(IM) a limitni ndhodnd kompaktni mnoZina trajektorii N/
se jmenuje Brownova sit (Brownian net).
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Umeéleckd predstava Brownovy sité.
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Brownova sit

Y T
= "1* ]

Vsechny trajektorie, které zaéinaji v ¢ase 0.
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Proces rozdéleni a sjednoceni

Pro kaZdou uzavfenou mnoZinu A C R,
ﬁt::{ﬂ't:ﬂwéNt.i.aﬂzo, 7T0€A} (t>0)

definuje Markovsky proces (&:)¢>0, ktery nabere hodnoty v
prostoru v8ech uzavienych podmnoZin redlni osy.

(i) Invariantni mird: rozdéleni Poissonové bodové mnoziny s
intensitou 2.

(i) Pro deterministické t > 0 a a < b plati, Ze £&; N (a, b) je skoro
Jisté konelna.

(i) Existuji ale ndhodné &asy, ve kterém &; neni lokaIn& koneéng,
a takové &asy tvofi dokonce hustou podmnoZinu [0, c0).

Jan M. Swart O Brownové pavuting a siti



Konvergence k Brownové siti

Dikaz véty o konvergenci k Brownové siti
1. Konvergence mnoZin vSech trajektorii vlevo a vpravo:
PO (U, UL) € -] =P[OV, V") € -]
E—

2. Tésnost implikuje konvergenci podposloupnosti: existuji
enp — 0 a ndhodnd kompaktni mnozina IC C I1, takze
P, € -] = PIK e -].

n—o0

3. Dolni mez N~ C K.

4. Horni mez K C N'T.

5. Nm =Nt =N.
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Dolni mez

Dolni mez N~ je uzav&r mnoZiny viech trajektorii, které Ize
konstruovat preskakovanim z levé trajektorie na pravou trajektorii a
zpét, v bodech kde se kFiZi.
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Horni mez

Oka sité jsou definovdna jako oblast mezi dvéma trajektoriemi
dudlni levé a pravé pavuciny, které se v dolnim bodu oka dotykaji.
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Horni mez

Horni mez A/'" je definovdn jako mnoZina viech trajektorii, které
nevstoupaji zvenku do Zadného oka sité.
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Historické poznamky

» R. Arratia ('79,'81) studuje Brownovy pohyby, které za&inaji v
kazdém bodé& caSoprostoru.

» B. Téth a W. Werner ('98) najdou vZechny specidlni body.

» F. Soucaliuc, B. Téth a W. Werner ('00) popisuji jak se
dudlni trajektorie odrazi od trajektorii vedoucich nahoru.

» L. Fontes, M. Isopi, C. Newman a K. Ravishankar ('04) se
poprvé na Brownovu pavudinu divaji jako na kompaktni
mnoZinu trajektorii a dokazuji konvergenci konfiguraci Sipek k
pavuciné.

» C. Newman, K. Ravishankar a R. Sun ('05) dokazuji
konvergenci pro splyvajici ndhodné prochazky, jejichZ pFirdstky
maji koneény paty moment.

Jan M. Swart O Brownové pavuting a siti



Historické poznamky

» S. Belhaouari, T. Mountford, R. Sun a G. Valle ('06) dokazuji
konvergenci pro splyvajici ndhodné prochazky, jejichZ pFirlstky
maji kone&ny (3 + &)-ty moment.

» F. Baccelli a C. Bordenave ('07) vynalézaji Euclidean directed
spanning forest.

» R. Sun and J.S. ('08) vynalézaji Brownovu sit a dokazuji
konvergenci k ni pro konfigurace Sipek s v&tvenim.

» C. Newman, K. Ravishankar, and E. Schertzer ('10) publikuji
alternativni konstrukci Brownovy sité&.

» D. Coupier, K. Saha, A. Sarkar a V.C. Tran ('20) dokazuji, Ze
Euclidean directed spanning forest konverguje k Brownové
pavuding.
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Otevrené problémy

» Konvergence k Brownové siti pro obecné splyvajici ndhodné
prochdzky s vé&tvenim.

» Charakterizace generatoru procesu rozdéleni a sjednocenti.
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