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Trocha klasické ekonomické teorie

V klasické ekomonické teorii (Walras1 1874) je cena zbož́ı dána
poptávkou a nab́ıdkou.

Nechť λ−(p) (resp. λ+(p)) je celková poptávka (resp. nab́ıdka)
nějakého zbož́ı p̌ri cenové úrovni p, tud́ıž, celkové množstv́ı zbož́ı,
které by mohlo být prodáno (resp. zakoupeno), za daného
časového intervalu, za cenu, která nep̌resahuje (resp. neklesá pod)
p za jednotku.

1Walras vyvýjel teorii tržńı rovnováhy v jeho knize Éléments d’ économie
politique pure.
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Some classical ecomomic theory

p

λ−(p) λ+(p)

pe

Postulát V ekonomické rovnováze se obchoduje se zbož́ım za
rovnovážnou cenu pe.
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Burzy cenných paṕır̊u & zbožové burzy & order book

Na světových burzách se obchoduje se zbož́ım pomoćı takzvaného
order book (seznam objednávek).
V order booku je napsán seznam nab́ıdek buď ke koupi nebo k
prodeji určitého množstv́ı zbož́ı za určitou cenu. Obchodńıci, ktěŕı
p̌richázej́ı na burzu maj́ı dvě možnosti.

I Vykonat market order, t.j., kupovat (buy market order) či
prodat (sell market order) n jednotek zbož́ı za nejlepš́ı
dostupnou cenu v order booku.

I Uḿıstit limit order, t.j., napsat do order booku nab́ıdku ke
koupi (buy limit order) nebo k prodeji (sell limit order) n
jednotek zbož́ı za určitou cenu p.

Přesný mechanismus, podle kterého jsou market ordery vyrovnány
s existuj́ıćımi limit ordery, se může lǐsit.
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Luckock̊uv model

Luckock (2003) (& znovu Plačková (2011)) znovu objevili
následuj́ıćı model.

I Obchodńıci p̌richázej́ı na trh v časech Poisonového procesu.

I Každý obchodńık chce buď prodat nebo koupit p̌resně jednu
jednotku daného zbož́ı.

I Každý obchodńık má minimálńı prodejńı cenu nebo maximálńı
kupńı cenu.

I Obchodńıci, ktěŕı chtěj́ı prodat (koupit) za nejméně
(maximálně) p p̌richázej́ı s Poissonovou intensitou
µ− = −dλ− (µ+ = dλ+).

I Pokud order book obsahuje vhodný limit order, obchodńık
vykoná market order, t.j., prodá tomu, kdo nab́ıźı nejv́ıce,
nebo kouṕı od toho, kdo nab́ıźı za nejnižš́ı cenu.

I Pokud order book neobsahuje vhodný limit order obchodńık
sám uḿıst́ı limit order za jeho minimálńı cenu k prodeji nebo
maximálńı cenu ke koupi.
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I Každý obchodńık chce buď prodat nebo koupit p̌resně jednu
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kupńı cenu.
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Numerická simulace

0 1
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Numerická simulace

0 1
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Numerická simulace

0 1
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Jan Swart Samo-organizovaná kritikalita na burze a v emailu



Numerická simulace

0 1
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Numerická simulace

0 1
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Numerická simulace

0 1

Jan Swart Samo-organizovaná kritikalita na burze a v emailu



Numerická simulace
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Numerická simulace

0 1

Order book po p̌ŕıchodu 100 obchod́ık̊u.
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Jan Swart Samo-organizovaná kritikalita na burze a v emailu



Numerická simulace

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Order book po p̌ŕıchodu 10.000 obchod́ık̊u.
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Stigler’s model

Už Stigler (1964) simuloval stejný model, kde µ− = µ+ je
uniformńı rozděleńı na 10ti možných cenách.

Jan Swart Samo-organizovaná kritikalita na burze a v emailu



Numerická simulace

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

5000 5100 5200 5300 5400 5500

Evoluce ceny nejlepš́ıch nad́ıdek a poptávek mezi p̌ŕıchodem
5000ého a 5500ého obchodńıka.
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Numerická simulace

To by se Walrasovi neĺıbilo.

Teoretická rovnovážná cena pe = 0.5 nikdy neńı dosažena.

Existuj́ı “magická” č́ısla qmin ≈ 0.2177(2) a qmax = 1− qmin

taková, že

I Poptávky za cenu nižš́ı než qmin nikdy nejsou vyrovnány.

I Nab́ıdky nad qmax nikdy nejsou vyrovnány.

I Ceny nejlepš́ı poptávky a nab́ıdky se nadále pohybuj́ı mezi
qmin a qmax.

I Mezera mezi nimi je veliká, věťsinu času.
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Jan Swart Samo-organizovaná kritikalita na burze a v emailu



Numerická simulace
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Existuj́ı “magická” č́ısla qmin ≈ 0.2177(2) a qmax = 1− qmin

taková, že
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I Nab́ıdky nad qmax nikdy nejsou vyrovnány.

I Ceny nejlepš́ı poptávky a nab́ıdky se nadále pohybuj́ı mezi
qmin a qmax.

I Mezera mezi nimi je veliká, věťsinu času.
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I Ceny nejlepš́ı poptávky a nab́ıdky se nadále pohybuj́ı mezi
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Kritický bod

Luckock má vzorec pro qmin a qmax.

Obzvlášt pro model na [0, 1], p̌ričemž λ−(x) = 1− x and
λ+(x) = x , Luckock tvrd́ı: qmin := 1 + 1/z , kde z je jedinečné
řešeńı rovnice 1 + z + ez = 0.

Numericky qmin ≈ 0.21781170571980.

Luckock toto tvrzeńı dokáže na základě následuj́ıćıch p̌redpokladů:

I Model je stacionárný.

I Existuj́ı 0 < qmin < qmax < 1 tak, že poptávky (nab́ıdky) pod
qmin (nad qmax) nikdy nejsou vyrovnány.

I Všechny poptávky (nab́ıdky) nad qmin (pod qmax) jsou ďŕıve
nebo později vyrovnány.
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Kritický bod

Důkaz: Nechť je M± cena nejlepš́ı nab́ıdka ka koupi/prodeji. Do
intervalu A ⊂ (qmin, qmax) se p̌ripisuj́ı buy limit ordery stejně
často, jak jsou z A odstraněné:∫

A
P[M− < x ]µ+(dx) =

∫
A
λ−(x)P[M+ ∈ dx ].

Značujeme:

f−(x) := P[M− < x ] and f+(x) := P[M+ > x ].

Pak
(i) f−dλ+ =−λ−df+,

(ii) f+dλ−=−λ+df−.

Se správnými okrajovými podḿınkami lze rovnici vy̌rešit jenom pro
jednu volbu qmin a qmax.
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Kritický bod

Otev̌rené problémy:

I Důkaz existence takového stacionárńıho rozděleńı.

I Konvergence k stacionárńımu stavu p̌ri prázdném počátečńım
stavu.

I Rozděleńı druhé nejlepš́ı nab́ıdky.

I Rozděleńı vektoru (M−,M+). (Zat́ım známe jenom jeho
marginály.)

Pracuji na tom.
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Market orders

We extend the model by adding traders who always place a market
order, i.e.,

I With rate m− (resp. m+), a trader arrives who takes the
cheapest available offer (resp. sells to the highest bidder) in
the order book, if there is one, and otherwise does nothing.

This is like a trader who wants to buy (resp. sell) at the highest
(resp. lowest) possible price, except that if the order book contains
no matching offer, no limit order is written down.

Advantage: is possible for the extended process to be positive
recurrent.
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Valid solutions

Assume that m± > 0. Then Luckock’s differential equation

(i) f−dλ+ =−λ−df+,

(ii) f+dλ−=−λ+df−,

on an interval [I−, I+] has a unique solution such that
f−(I+) = 1 = f+(I−). If the process is positive recurrent, then

f−(x) = P[M− < x ] and f+(x) = P[M+ > x ],

so positive recurrence implies f±(I∓) > 0.

Proposition Assume λ−(I−) 6= λ+(I+). Then f±(I∓) > 0 implies
positive recurrence.
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Valid solutions

Set

g−(x) :=
1

λ−(I+)
− 1

λ−(x)
and g+(x) :=

1

λ+(I−)
− 1

λ+(x)
.

Then

c :=

∫ I+

I−

g− dg+ = −
∫ I+

I−

g+ dg−

measures how well buy and sell limit orders match up. If c = 0
then buy and sell limit orders never match. If c = ‖g−‖ · ‖g+‖,
then buy and sell limit orders always match.

If |µ−| < |µ+|+ m+ and |µ+| < |µ−|+ m−, but |µ−| ≥ m+ or
|µ+| ≥ m−, then keeping |µ±| and m± fixed but decreasing c , the
system goes through a phase transition where it stops being
positive recurrent.
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Podobné modely

I Modifikace Barabásiového modelu hromadné obsluhy (2005)
podle Gabrielli a Caldarelli (2007,2009).

I Dva modely pro vytvǒreńı kanyonu.

I Modifikovaný Bak-Sneppenův model podle Meester & Sarkar
(2012).

Všechny tyto modely obsahuj́ı pravidlo typu ”zabijte nejnižš́ı
(p̌ŕıpadně nejvyš̌śı) částici” a jej́ı chováńı (žrejmě) ukazuje
samo-organizovanou kritikalitu (self-organized criticality).
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Model pro emailovou komunikaci

Inspirováni praćı Barabási (2005), Gabrielli and Caldarelli
(2007,2009) zavedli (v́ıce než méně) následuj́ıćı model pro
emailovou komunikaci:

Někdo dostává emaily podle Poissonového procesu s intensitou λin
a odpov́ıdá na emaily v časech Poissonového procesu s
intensitou λout.

Realisticky, λin > λout.

Přijemce p̌rǐrazuje každému emailu prioritu, a vždy odpov́ıdá na
email s nejvýš̌śı prioritou v jeho doručených zprávách (nebo nedělá
nic, pokud doručené zprávy nejsou).

Priority jsou nezávislé a stejně rozdělené se spojitou distribučńı
funkćı. Bez újmy na obečnosti můžeme p̌redpokládat, že jsou
uniformě rozdělené na [−λin, 0].
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funkćı. Bez újmy na obečnosti můžeme p̌redpokládat, že jsou
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Model pro emailovou komunikaci

Jednoduše se dokáže: Na emaily, které maj́ı prioritu pod −λout,
po jistém čase už nebude odpovězeno, za to všechny emaily, které
maj́ı priority nad −λout ďŕıve nebo později dostanou odpověď.

Důkaz: počet email̊u s prioritou v [−λ, 0] tvǒŕı Markovský proces,
který skáče k 7→ k + 1 s intensitou λ and k 7→ k − 1 s intensitou
λout1{k>0}.

Tento Markovsky proces je positivńı rekurentńı pro λ < λout,
nulový rekurentńı pro λ = λout, a transientńı pro λ > λout.

Kritické chováńı v bodě λout: intervaly mezi časy, kdy všechny
emaily s prioritou nad λout už dostaly odpověď, maj́ı rozděleńı s
těžkým chvostem, který odpadá jako záporná mocnina:
P[τ ≥ k] ∼ k−1/2.
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P[τ ≥ k] ∼ k−1/2.
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Poissonova konstrukce

Nechť je Fλ(t) počet email̊u v doručených zprávách v čase t, které
maj́ı prioritu v [−λ, 0].

Fλ(t) lze vyč́ıst z Poissonivých proces̊u, které popisuj́ı p̌ŕıchoźı
nové emaily a časy, ve kterých je na emaily odpovězeno.
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Poissonova konstrukce

λ

t

F0(t)
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Poissonova konstrukce
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Rovnovážné rozděleńı

0

−λout

λ

Fλ(∞)

V rovováze se emaily
houfnou u −λout
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Kritické chováńı

0
s

Hs

Nechť λout = 1, potom(
εF1−εs(∞)

)
s>0

=⇒
ε→0

(
Hs

)
s>0

kde Hs := sup
t≥0

[Bt − st],

a (Bt)t≥0 je Brownův pohyb.

Groeneboom (1983): the concave majorant of Brownian motion.

Jan Swart Samo-organizovaná kritikalita na burze a v emailu



Coupling from the past

F0(∞) = 0

čas =∞

minulost
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Coupling from the past

Fλ(∞) = 0

čas =∞

minulost
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Coupling from the past
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čas =∞

minulost
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Coupling from the past

Fλ(∞) = 2

čas =∞

minulost
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Coupling from the past

Fλ(∞) = 3

čas =∞

minulost
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Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0 1

Here

Vlevo teče řeka.
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Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0
1

Here

Řeka buď prohlubuje koritu.
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Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0
1

Here

Nebo b̌reh je erodován o jeden krok, od náhodně vybraného bodu.
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Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0

1

Here

Buď prohlubujeme koritu. . .
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Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0

1

Here

. . . nebo erodujeme b̌reh,
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Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0

1

Here

. . . v závislosti na tom, kam padne nový bod.

Jan Swart Samo-organizovaná kritikalita na burze a v emailu



Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0

1

Here

Body, co padnou vlevo od všech ostatńıch prostě p̌ridáme.

Jan Swart Samo-organizovaná kritikalita na burze a v emailu
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Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0

1

Here

V opačném p̌ŕıpadě odstrańıme bod, co byl dosud nejv́ıce vlevo.
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Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0

1

Here

Jinýḿı slovy, vžycky p̌ŕıdáme nový bod.
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0

1

Here
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Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0

1

Here

a odstrańıme bod nejv́ıce vlevo, pokud to neńı ten nový.
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a odstrańıme bod nejv́ıce vlevo, pokud to neńı ten nový.
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Jan Swart Samo-organizovaná kritikalita na burze a v emailu



Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0

1

Here

V tomto modelu je kritický bod pc = 1− e−1 ≈ 0.63212.
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Jednostranný model pro vytvǒreńı kanyonu

Pravidla na p̌redchoźıch stranách definuj́ı Markovský řetězec
(Xk)k≥0, kde Xk ⊂ [0, 1] je konečná množina.

Konsistence: pro každé 0 < q < 1, omezený proces(
Xk ∩ [0, q]

)
k≥0

je také Markovský řetězec.

Věta Omezený proces je positivńı rekurentńı pro q < 1− e−1 a
transientńı pro q > 1− e−1.

Otev̌rený problem Chováńı v kritickém bodě.
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Kritický bod

Proof of the theorem Since only the relative order of the points
matters, transforming space we may assume that the (Uk)k≥1 are
i.i.d. exponentially distributed with mean one and Xk ⊂ [0,∞].

For the modified model, we must prove that pc = 1.

Start with X0 = ∅ and define

Ft(k) :=
∣∣Xk ∩ [0, t]

∣∣ (k ≥ 0, t ≥ 0).

Claim (Ft)t≥0 is a continuous-time Markov process taking values
in the functions F : N→ N.
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The point-counting function

Xk

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
t

Ft(k)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
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Jan Swart Samo-organizovaná kritikalita na burze a v emailu



The point-counting function

Xk

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

t

Ft(k)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
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Jan Swart Samo-organizovaná kritikalita na burze a v emailu



The point-counting function

Xk

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

t

Ft(k)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
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Increments

Define

∆Ft(k) :=


0 if Ft(k) = Ft(k − 1) = 0,

0 if Ft(k) = Ft(k − 1) > 0,

−1 if Ft(k) = Ft(k − 1)− 1,

+1 if Ft(k) = Ft(k − 1) + 1.

At the exponentially distributed time t = Uk , the increment
∆Ft(k) changes from 0 to +1 or from −1 to 0.

At the same time, the next 0 to the right of k , if there is one, is
changed into a −1.
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The point-counting function

Xk

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
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A stationary increment process

We can define the Markov process (∆Ft)t≥0 also on Z instead of
on N+.

As long as the density of 0’s is nonzero, the process started in
∆F0(k) = 0 (k ∈ Z) satisfies

∂
∂tP[∆Ft(k) = 0] =−2P[∆Ft(k) = 0]− P[∆Ft(k) = −1],

∂
∂tP[∆Ft(k) = −1] =P[∆Ft(k) = 0],

from which we derive that the 0’s run out at tc = 1 and

P[∆Ft(1) = 0] = (1− t)e−t and P[∆Ft(1) = −1] = te−t

(0 ≤ t ≤ 1).
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The increment process

The process (Ft)t≥0, both on N+ and Z, makes i.i.d. excursions
away from 0.

For the process started in X0 = ∅, define the return time

τ∅t := inf
{

k ≥ 1 : Xk ∩ [0, t] = ∅
}
.

From the density of 0’s for the process (Ft)t≥0 on Z we deduce
that

E[τ∅t ] = (1− t)−1 (0 ≤ t < 1).

This proves positive recurrence ⇔ t < 1.
It is not hard to derive from this that the restricted process(
Xk ∩ [0, t]

)
k≥0 is transient for t > 1.

Null recurrence at t = 1 is so far an open problem.
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Dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0 1

Here

V začátku je rovná skalńı plošina.
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Dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0 1

Here

Řeka se buď zǎrezává do skály v náhodně vybraném bodě.
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Dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0 1

Here

Nebo b̌reh mezi vybraným bodem a řeka je erodován o jeden krok
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Dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0 1

Here

Pokračujeme t́ımto způsobem.
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Dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0 1

Here

Buď se řeka zǎrezává do skály.
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Dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0 1

Here

Nebo jeden b̌reh je erodovaný.
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Dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0 1

Here

Nás zaj́ımá limitńı profil.
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Dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu

Profil po 100 kroćıch.
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Dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu

Profil po 1000 kroćıch.
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Dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

qmin ≈ 0.2178

Profil po 10.000 kroćıch.
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Dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu

Naraźıme na stejný kritický bod qmin jak v p̌ŕıpadě
Stigler-Luckockového modelu.
Modely jsou si vlastně velmi podobné:

I Interpretujme krok dol̊u jako poptávka a krok nahoru jako
nab́ıdka.

I Předpokládejme, že každý obchodńık uḿıst́ı jak poptávku, tak
nab́ıdku, velmi bĺızko sebe.

Potom dostaneme dvoustranný model pro vytvǒreńı kanyonu
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Bak-Sneppenův model

Zaveden Bakem & Sneppenem (1993).

V ekosystému žije N druhů. Každý druh má “zdrav́ı” (anglicky
“fitness”), co je č́ıslo v [0, 1].

V každém kroku vymře ten druh i ∈ {1, . . . ,N} , jehož zdrav́ı je
nejnižš́ı, ale spolu s ńım také jeho “sousedy” i − 1 and i + 1 (s
periodickými okrajovými podḿınkami). Všechny ťri druhy jsou
nahrazené novými druhy s náhodně vybranými novými “zdrav́ımi”.

Existuje kritický bod fc ≈ 0.6672(2) tak, že pokud N je velké, v
rovnováze skoro všechny druhy maj́ı “zdrav́ı” v intervalu (fc, 1].
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Modifikovaný Bak-Sneppenův model

Zaveden v článku Meester & Sarkar (2012).

Mı́sto jeho sousedy necháme spolu s nehořśım druhem vymř́ıt ještě
jeden, náhodně vybraný druh.

Kritický bod je teď p̌resně fc = 1/2.

Kritické chováńı v fc: intervaly mezi dobami, kde všechny druhy
maj́ı zdrav́ı > fc maj́ı rozděleńı s P[τ ≥ k] ∼ k−1/2.
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Samo-organizovaná kritikalita

Všechny modely maj́ı společné znaky:

I Jediná struktura, která je důležitá pro interakci mezi body, je
jejich úspǒrádáńı.

I Všechny modely obsahuj́ı pravidlo typu “zabijte nejnižš́ı
částici”.

I Všechny modely ukazuj́ı samo-organizovanou kritikalitu.
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Samo-organizovaná kritikalita

Fysikálńı systémy s fázovým p̌rechodem druhého řádu ukazuj́ı
kritické chováńı v bodě fázového p̌rechodu. Takové chováńı je
karakterizováno následuj́ıćımi jevy:

I Stálost p̌ri skálováńı

I Korelace klesaj́ı jako záporná mocnina vzdálenosti či času.

I Kritické exponenty

Obecně lze kritické chováńı pozorovat pouze pokud parametry jako
ťreba teplota maj́ı p̌resně danou hodnotu tak, že se nacháźıme v
bodě fázového p̌rechodu. Proto tomu bodu také ř́ıkáme kritický
bod.
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Samo-organizovaná kritikalita

Některé fysikálńı systémy ukazuj́ı kritické chováńı i bez nutnosti
nastavovat parametry na p̌resnou hodnotu nějakého kritického
bodu.

Obzvláš̌t to plat́ı pro takové systémy, které kritický bod samy
vyhledávaj́ı. Od takových systémů se ř́ıká, že ukazuj́ı
samo-organizovanou kritikalitu.

Klasický p̌ŕıklad jsou hromady ṕısku. Ty samy vyhledávaj́ı nejvěťśı
úhel svahu, p̌ri kterém jsou ještě stabilńı. Přidáńım jednoho zrna
na takový svah způsob́ıme miniaturńı lavinu. Pravděpodobnost, že
taková lavinka je věťśı než k klesá jako záporná mocnina k.

Bak-Sneppenův model je daľśı klasický p̌ŕıklad, který hraje
důležitou roli v Bakově knize (1996).

V emailové komunikaci, rozděleńı doby čekáńı na odpověď ma
“mocninové rozděleńı’, na rozd́ıl od běžných exponenciálńıch
rozděleńı v teorii hromadné obsluhy.
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