
Výpo£etní vzorec pro rozptyl

Platí
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[
X2
]
− (E [X])

2

Odvození:
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(X − E [X])

2
]
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2
]

=
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[
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2
= E

[
X2
]
− E [X]
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kde jsme vyuºili skute£nosti, ºe E [X] je konstanta, kterou lze vytknout p°ed operátor st°ední
hodnoty a pro niº platí E [E [X]] = E [X] .

Pro výb¥rové charakteristiky platí obdobn¥

(x− x̄)
2

= x2 − x̄2

kde x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi.

Statistika

Statistika je funkce výb¥ru taková, ºe po dosazení výb¥ru její hodnota ukazuje na hodnotu
odhadovaného parametru.

P°íklad

Uvaºujeme náhodnou veli£inu X (tedy pokus, na kterém m¥°íme hodnoty xi - realizace náhodné
veli£iny X). Tato náhodná veli£ina má rozd¥lení f (x) o kterém p°edpokládáme, ºe má exponen-
ciální rozd¥lení f (x) = a exp {−ax} , x ≥ 0 ale hodnotu a neznáme. Provedeme náhodný výb¥r
a získáme datovou mnoºinu.

Konkrétn¥: sledovali jsme zákazníky p°icházející do obchodu a m¥°ili jsme £asové mezery mezi
nimi. Zm¥°ili jsme tyto údaje (ve vte°inách)

15, 21, 35, 7, 12, 38, 5, 43, 48, 32

Chceme odhadnout hodnotu parametru a.

1. Hledáme statistiku

(a) metoda moment·

První výb¥rový moment je pr·m¥r x̄

První souborový moment je st°ední hodnota

E [X] =

ˆ ∞
0

x · a exp {−ax} dx = |per partes|=1

a

Odtud (porovnáme momenty)

x̄ =
1

a
→ a =

1

x̄

Statistika je tedy p°evrácená hodnota výb¥rového pr·m¥ru

T (x) =
1

1
n

∑n
i=1 xi

=
n∑n

i=1 xi

1



(a) metoda maximální v¥rohodnosti

V¥rohodnostní funkce

L (a) =

n∏
i=1

a exp {−axi} = an exp

{
−a

n∑
i=1

xi

}
= an exp {−aS}

kde S =
∑n

i=1 xi a p°i odvození jsme vyuºili skute£nosti, ºe sou£in exponenciál je expo-
nenciála se sou£tem v exponentu

∏
exp {axi} = exp {

∑
axi} a a se vytkne.

Hledáme maximum L - spo£teme derivaci a poloºíme rovno nule

∂L

∂a
= nan−1 exp {−aS} − anS exp {−aS} = 0

n = aS → a =
n

S

coº je stejný výsledek, jako pro metodu moment·.

2. Bodový odhad je statistika s dosazeným výb¥rem, tedy

a =
n

S
=

10

256
= 0.039

Je²t¥ zkusíme ov¥°it vlastnosti statistiky

• nestrannost: E [T ] = θ → E
[
n
S

]
= a

E
[n
S

]
=

n

E [S]

a dále

E [S] = E
[∑

Xi

]
=
∑

E [Xi] = n
1

a

protoºe jsme ukázali, ºe st°ední hodnota exponenciálního rozd¥lení je 1
a . Odtud dále máme

E [T ] =
n

E [S]
=

n

n 1
a

= a

a to jsme práv¥ cht¥li - je to tedy nestranná statistika.

• konzistence: pro n→∞ je D [T ] = 0

D [T ] =
D [X]

n

Rozptyl exponenciálního rozd¥lení je 1
a2 - zkuste si spo£ítat. Bude tam 2x per-partes.

Potom je

D [T ] =
1/a2

n

a to pro n→∞ jde k nule. Je to tedy statistika konzistentní.

• vydatnost: £ím v¥t²í bude výb¥r, tím bude statistika vydatn¥j²í (bude mít men²í rozptyl -
viz p°edchozí výsledek).
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