Prednaska 4 - nahodné vektory a regresni analyza

Nahodny vektor

V pfedchozich tydnech jsme se seznamili s dvéma druhy ndhodné veli¢iny - diskrétni a spojitou. Doposud jsme
pozorovali pouze jednu ndhodnou veli¢inu. Dnes se podivdme na piipad, kdyz mame dvé (nebo vice) ndhodnych
veli¢in. Ndhodné veliciny « a y (nechdme pro jednoduchost dvé) spolu tvori

ndhodny vektor  [z,y],

pri praci s kterym musime brat v iivahu vztah mezi veli¢inami x a y.

Nahodny vektor mé sdruzené rozdéleni, které muzeme rozlozit na souc¢in podminéného a marginalniho rozdélent:

totéz obracené
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sdruzené podminéné margindlni

kde

e sdruzené rozdéleni f(z,y) popisuje obé veli¢iny x a y najednou.

e podminéné rozdéleni f(z|y) vypravi o chovédni veli¢iny x za podminky znalosti y, napiiklad, jsme ji zméfili
nebo mame jeji odhad. Veli¢ina, ktera je za svislitkem, je v podmince.

e margindlni rozdéleni f(y) poskytuje informaci o veli¢iné y, kdybychom o veli¢iné x nic nevédéli.

Priklad pro diskrétni ndhodné veliciny

Pozorujeme odboceni vozidel na kiizovatce. Mdme dvé ndhodné veliciny: x € {ndkladn{ auto=1, osobni auto=2},
y € {doleva=1, doprava=2, rovné=3}. Je ddno sdruzené rozdéleni f(z,y) ve tvaru tabulky

. y doleva=1 | doprava=2 | rovné=3
nakladak= 1 0.2 0.25 0.1
osobdk= 2 0.11 0.15 0.19

kde kazdéa pravdépodobnost odpovida kombinaci hodnot x v fadcich a y ve sloupcich. Napf., s pravdépodobnosti
0.2 x = 1 a zaroveni y = 1, tj naklad'ak odboé¢i doleva, s pravdépodobnosti 0.25 = 1 a y = 2, tj naklad'dak odboci
doprava a s 0.1 pojede rovné. Podobné, s pravdépodobnosti 0.11 osobni auto odbo¢i doleva a tak dal. VSimnéme si,
ze soucet pravdépodobnosti v celém sdruzeném rozdéleni se rovné 1.

Pokud méme sdruzené rozdéleni f(x,y), muzeme z néj spocitat marginalni f(x) a f(y) takto:

. Y doleva=1 | doprava=2 | rovné=3 ’ fx) ‘
nakladak= 1 0.2 0.25 01 |~ 01,?0.?5%%:852
osobak= 2 0.11 0.15 0.19 0.1140.15+0.19=0.45
\
[ fy) [ 02+0.11=0.31 [ 04 [ 0.29 |

Je vidét, ze margindlni f(x) je sloupec, kde s pravdépodobnosti 0.55 to bude ndklad'ak, aniz bychom néco védéli o
tom, kam odboci, a s pravdépodobnosti 0.45 to bude osobni auto. Soucet pravdépodobnosti se rovna 1.



Néapodobné, margindlni rozdéleni f(y) je fddek, obsahujici pravdépodobnosti sméru odboceni bez znalosti druhu
vozidla. Soucet pravdépodobnosti je zase 1.

Pomoci marginalnich rozdéleni dokazeme spocitat podminéné. To by nas zajimalo nejvic — umozni ndm pracovat s
x za podminky, Ze y jsme uz zmétili, nebo naopak. Z uvedenych vzorcu je vidét, ze

sdruzené
f(@,y)
z,Yy
flzly) =——7F——,
L) ="
podminéné "

marginalni

coz znamend, ze musime kazdou pravdépodobnost sdruzeného rozdéleni ve sloupcich vydélit pravdépodobnostmi
margindlnfho rozdélen{ f(y) ndsledovné:

y doleva=1 doprava=2 | rovné=3
y doleva=1 | doprava=2 | rovné=3 - < S~ 0 075
T _ | nédkladdk=1 || 75 =0.65 | 7= =0.62 0.34
naklad'dk= 1 0.2 0.25 0.1 | | osobdk=2 [[ 5347 =035] %> =038] 0.66
osobak= 2 0.11 0.15 0.19 I} I} )
1 1 1
[ fly) [ 031 04 ] 029 |

Takovym zpusobem vypoctend tabulka vpravo je podminéné rozdélent f(x|y), které vyjadiuje zavislost druhu vozidla
na sméru odboéeni. Napi., s pravdépodobnosti 0.65 to bude néklad'dk za podminky toho, Ze odboéi doleva a s
pravdépodobnosti 0.35 to bude osobni auto za podminky odboceni doleva. V§imnéme si, ze v tomto podminéném
rozdéleni soucet pravdépodobnosti se rovnda 1 v kazdém sloupci.

Pokud bychom potfebovali modelovat odboceni v zavislosti na druhu vozidla (napiiklad pro pruzkum, kde nejlépe
postavit novou poboc¢ku supermarketu), musime pouzit vzorec obracené:

sdruzené
fz,y)
z,y
flylr) = ———5—.
podminéné ~
marginalni
Vypocet je stejny, jenom pocitame v fadcich.
. y doleva=1 | doprava=2 | rovné=3 f(z)
ngkladdk=1 | 02 0.25 N e
osobak= 2 0.11 0.15 0.19 0.45
. y doleva=1 | doprava=2 | rovné=3
nékladdk=1 [ 22 =0.36 | 022 =046 | 0.18
osobdk=2 | §52 =025 [ 2 =0.33 | 042

Dokézete Fict, co znamend pravdépodobnost 0.46 v podminéném rozdéleni f(y|z) (tabulka dole)?
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Nezavislost velicin Pokud plati

fx,y) = f(2)f(y),

veli¢iny x a y jsou nezdvislé. Toho si muzeme vdimnout ve vztahu f(x,y) = f(zly)f(y) — pokud odebereme y z
podminky za svislitkem, zistanou tam pouze dvé margindlni rozdéleni f(x) a f(y). Pro nés piiklad:

0.55 0.1705 0.22 0.1595 0.2 025 0.1
f@)fy) = [ 0.45 } ([031 04029 1 =1 7305 018 0.1305 } 7 [ 0.11 0.15 0.19

puvodni sdruzené

coz znamend, ze druh vozidla na kfizovatce a smér odboceni nejsou nezavislé.

Priiklad pro sdruzené, podminéné a margindlni rozdéleni pro spojité nahodné veliciny

Zakladni vztahy pro sdruzené, podminéné a margindlni rozdéleni jsou obecné a plati i v pfipadé spojitych ndhodnych
veli¢in « a y. Rozdil je v tom, Ze pro vypocet margindlni hustoty pravdépodobnosti (hp) je potieba integrovat
sdruzené rozdéleni podle druhé veli¢iny. Napiiklad,

je dand sdruzend hp  f(z,y) = 622y, pro z,y € (0, 1),

1 211 1 3 11
margindlnf hp  f(z) = / 622ydy = [GnyQ} = 322, marginalni hp fy) = / 622ydr = [624 = 2y.
0 0 0 0
Déle pocitame obé podminéné hp podobné, jako v predchozim prikladeé:
. flzy) 62y . 5 o fz,y) _ 62y
podminénd hp  f (z|y) = = = 3z°, podminénd hp  f(y|z) = = = 2y.
=) " WD =Ty T e

Miuzeme ukézat, ze z a y jsou nezdvislé:

f(@) f(y) = 32°2y = 62°y = f(=,y).

Kovariance

Kovariance je charakteristika dvou ndhodnych veli¢in x a y, kterd vypovida o jejich vazbé. Kovariance se pocita

pro diskrétn{ ndhodné veli¢iny Clz,y] = Z Z(l‘l — Elz])(y; — Ely)) f(xs, y;),
i J

oo oo
pro spojité ndhodné veli¢iny Clz,y] = / / (x — Elz])(y — Ely)) f(z,y) dz dy.
— 00 — 00
Vsimnéme si, ze vzorec vypoctu kovariance je totozny s vypoctem rozptylu
N

Dldl = Yo~ E)?fe) . Dlal= [ (o Bl)Pfa) do.

i=1 — 0

pro diskrétni{ ndhodné velic¢iny pro spojité nahodné veliciny

Jediny rozdil je v tom, ze kovarianci pocitdme s dvéma veli¢inami, a rozptyl jenom s jednou. S kovarianci souvisi
také pojem kovarian¢ni matice, kterd pro dvé veli¢iny x a y ma tvar

_ Djz] Clz,y]
covz,y] = [ Clz,y] Dly] ] ’




tj na hlavni diagondle se nachazi rozptyly veli¢in a na vedlejsi diagonale jsou jejich kovariance.

Je vidét, ze pro vypocet kovariance potiebujeme stredni hodnoty obou veli¢in, které spo¢teme pomoci marginalnich
rozdéleni f(x) a f(y). Pro nas predchozi piiklad to je

N
0.55
fx) = { 0.45 } , Elz] = Z;zif(xi) =1%0.55+2%0.45 = 1.45,
M
fly)=1031 04 029], El)=> yif(y;) =1%031+2%0.4+3%0.29=198.
j=1

Déle pocitdme kovarianci Cfz,y] = Z Z(a@l — Elz])(y; — Ely)) f(xs, y;)
i

=(1-145)%(1—1.98)%0.24 (1 —1.45) % (2 —1.98) % 0.25 + (1 — 1.45) * (3 — 1.98) * 0.1+
+(2—1.45) % (1 —1.98) * 0.11 4+ (2 — 1.45) * (2 — 1.98) % 0.15 4 (2 — 1.45) % (3 — 1.98) x 0.19 = 0.089

Plati, ze

e C[z,y] > 0 znamend piimou zdvislost veli¢in, tj hodnoty obou veli¢in maji spole¢nou tendenci narustat

nebo klesat: x ty  nebo z |y |

e Clz,y] <0 znamend nepiimou zdvislost veli¢in, tedy xfty | nebo z |y

e pro nezdvislé veli¢iny C[z,y] = 0 (neplati to obrécené).
Pro nas ptiklad hodnota kovariance 0.089 naznacuje slabou pfimou zavislost, kterou muzeme interpretovat takto:

naklad'ak spis odboéi doleva (napt., tam je odbocka na ddlnici), osobni auto spi§ pojede doprava (napf., je tam
supermarket) nebo rovné.

Pearsonuv korela¢éni koeficient

Kovarianci budeme pouzivat pro vypocet Pearsonova korela¢niho koeficientu

Clz,y]
Pzy = 7%7 Py € <_17 1)

kde o, a o, jsou smérodatné odchylky obou veli¢in. Korela¢ni koeficient vyjadiuje miru korelace mezi veli¢inami
na intervalu od -1 do 1. Cim bliz je hodnota korela¢niho koeficientu k 1, tim vyssi je korelovanost mezi veli¢inami.
Naopak, hodnota korelaéniho koeficientu blizic{ se k -1 znamend vyraznou nepiimou zévislost (antikorelaci) veli¢in.

Pro nekorelované x a y korelacni koeficient p,, = 0, protoze Clz,y] = 0. Nicméné, nulovy korela¢ni koeficient
neznamend, ze jsou veli¢iny x a y nezavislé.

DulezZitd pozndmka: nenulovy korelacni koeficient nemusi nutné znamenat, ze rust nebo pokles hodnot veli¢iny x
jsou vyvolany chovanim veli¢iny y, nebo naopak. Pro to mezi veli¢inami musi existovat kauzalni vztah. Napiiklad, v
1été narustd prodej zmrzliny a kriminalita. Tyto veli¢iny spolu koreluji, ale to neznamena, ze vyssi spotieba zmrzliny
vyvoldva narust kriminality. Obé veli¢iny obecné souvisi s vyssimi letnimi teplotami a piilivem turistu. V praxi to
znamena, ze je potieba peclivé zvazit, jaké veliciny bereme v ivahu.
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Regresni analyza

Pokud mame naméiena data dvou korelovanych nahodnych veli¢in = a y

[x'h yi]f\;h

mohou byt vhodna k regresni analyze. Podivame se na nejcastéji pouzivané regresni metody.

Linearni regrese
Linearni regrese je metoda prolozeni naméfenych hodnot regresni piimkou. Piedpokladame, ze zavislost mezi
veli¢inami = a y se d4 popsat matematickym vztahem

y =bo + bz,

kde by a by jsou regresni koeficienty. V praxi tato zavislost nikdy nebude dana takto deterministickym vztahem,

proto pro prolozeni piimky budeme pracovat s naméfenymi daty [xi7yi]£vzl a pocitat s odchylkami e; v kazdém
i-tem bodé:

Yi =bo + biz; + ¢
Nejdiiv ukdzeme, co to znamend graficky. Napiiklad, pifipravovali jsme se ke zkousSce ze statistiky a délali jsme
zdznamy o poctu hodin pfipravy a ndsledné dspésnosti u zkousky v %. Zajimalo by nés, zda tspésnost u zkousky
roste linedrné pri vyssim poc¢tu hodin piipravy — zkusime na to pouzit linearni regresi.
Mame data
pocet hodin pifpravy = = [1 2 3 4 5 ..,

uspésnost v % y = [12 18 30 49 79 ...J.
Nejdiiv si rozmyslime, ktera z veli¢in je zavisla. Predpokladame, ze tspésnost je veli¢ina y zavisld na po¢tu hodin x.
Pokud vykreslime data x a y proti sobé a prolozime pies data piimku (zatim intuitivné), muZeme si vSimnout
tendence vyvoje dat.

Pocet hodin proti Gspésnosti

Uspesnost [%]

T T T T T T T T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 5 1 11 12 13 14 15 16

Pocet hodin

Na obrazku je vidét, ze primka neprochdzi vSemi body - ve vétsiné z nich se tvoif odchylky (nebo rezidua) e;.

Pocet hodin proti uspésnosti
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Metoda nejmensich ¢tverci

Optimalni regresni piimka prochéazi body tak, aby soucet ¢tverct odchylek byl minimalni. K jejimu nalezeni se
pouziva metoda nejmensich ¢tvercu pro odvozeni vzorcu vypoctu regresnich koeficientu by a by nasledovné:

z rovnice regrese vyjadiime odchylky: e; = Y; —byg—bix;,
N N
minimalizujeme v kazdém bodé: Z e? = Z(yl — by —byz;)* = min,
i=1 i=1
N _ _
po derivaci podle by a b; a minimalizaci, odhad regresnich koeficientu je: by = Zz_l(NZ )(Zil 5 y)7
>iz1(zi — T)
i)o = y-— 13137.

Dosadime do rovnice regrese odhady by, by a data x a muzeme prolozit data regresni primkou:

odhad
—
Yi =by+b w;
~— ~—
hodnoty na piimce data

To znamena, ze hodnoty ¢;, které jsme dostali po dosazeni odhadu a dat x do rovnice regrese jsou hodnoty regresni primky.
Po dosazen{ hodnoty w;, které neni naméfena, vysledkem je piedpovéd (predikce) §; pro tuto hodnotu.

Metoda nejmensich ¢tverci v maticovém tvaru

Regresni koeficienty muzeme odhadnout jinym zpusobem v maticovém tvaru (vysledky budou totozné). ZapiSeme
celou soustavu rovnic pro vSechny naméfené hodnoty v maticovém tvaru:

W 1 = el
v | _| 1 HT]JF |, Y=XbtE.
YN 1 zn T eN
Y X E

Pro tato oznaceni spocteme vektor odhadu koeficientu takto:

[ ZO } = (X'X)'X"Y.
1
N——

b

Linearni vicenasobna regrese

Linedrni vicenasobna regrese se vyznacuje vétsim poctem nezavislych velic¢in x, tj jeji rovnice obecné je

y=bo+bixy + boxo + bsxs + ... + bz, + e,

kde x1,x2, ..., T, jsou vzajemné nezavislé. Napf., x1 je poc¢et hodin domaci piipravy, o — pocet cviceni, kterd jsme
nav§tivili, 3 — pocet testu, atd.

Odhad regresnich koeficientu se provadi podle maticového zpusobu. Nésledna predikce veli¢iny se pocita

Y = X0b.



Exponencialni regrese

Exponencialni regrese patii k nelinedrnim regresnim metodam. Zavislost mezi veli¢inami y a x je popsdna rovnici

y = boexp{biz}.
Tento typ regrese vyzaduje linearizaci pomoci logaritmovani

In(y) = In(bo) +b12,
——

Bo

kde In(y) a x se pouzivaji jako data. Odhad regresnich koeficienti B, a b; se provadi v maticovém tvaru.

predikci prepocitame
bo = exp{Bo},

§ = exp{In(bo) + by},

Polynomialni regrese

Polynomialni regrese ma tvar

y=bo+ bz + bz + bgx® + ... + bz +e.

Odhad regresnich koeficientu se provadi podle maticového zptisobu.

Dynamicka regrese

Dynamicka regrese je specifickou regresni metodou, kde veli¢ina y je zdvisla na své predchozi hodnoté, tj.,

Yi =bo+bryi1+...+e.

Pozndamka: pro doplnéni teorie na webu jsou k dispozici skripta ze statistiky.
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