
Přednáška 5 - soubor, výběr, bodový odhad, limitńı věty

Muśıme si uvědomit, že při pozorováńı náhodné veličiny nikdy nenaměř́ıme úplně všechny jej́ı hodnoty. V každém

př́ıpadě to bude pouze nějaká část dat. Např́ıklad, zaj́ımá nás pr̊uměrný věk obyvatel ČR. Muśıme každého obej́ıt
a zeptat se na věk. Než ale všech 10 milion̊u lid́ı obejdeme, tak někdo zestárne, umře, narod́ı se, což znamená,
že muśıme zač́ıt od začátku. Abychom takovému problému zabránili, muśıme poř́ıdit náhodný vzorek dat. Tomu
vzorku dat budeme ř́ıkat výběr nebo náhodný výběr, a přesně toto bude tématem dnešńı přednášky.

Výběr nebo náhodný výběr

Uvědomı́me si, že po každém měřeńı dostaneme odlǐsný vzorek dat. Např́ıklad, měř́ıme (ptáme se na věk) dneska
na škole. Pak přjideme měřit źıtra – někdo už chyb́ı a naopak přǐsel někdo jiný. To znamená, že hodnoty, které jsme
naměřili jsou také náhodné veličiny.

Můžeme to ukázat na obrázku, kde máme soubor všech hodnot náhodné veličiny (věk obyvatel) a opakovaně
provád́ıme jej́ı měřeńı (pokaždé vyjde jiný vzorek dat). Z toho d̊uvodu definice výběru zńı takto:

Výběr je množina nezávislých a stejně rozdělených náhodných veličin. Označ́ıme výběr ṕısmenem X:

X = [X1, X2, . . . , Xn],︸ ︷︷ ︸
nezávislé+stejně rozdělené

kde n je počet hodnot výběru

Proč potřebujeme stejně rozdělené náhodné veličiny?

Měř́ıme tu náhodnou veličinu, která nás v tuto chv́ıli zaj́ımá. Např́ıklad, pro zjǐstěńı věku obyvatel ČR
nep̊ujdeme měřit do Polska.

Proč muśı být nezávislé náhodné veličiny?

Protože je potřeba poč́ıtat s t́ım, že výběr muśı být reprezentativńı. Neńı vhodné j́ıt ptát se na věk obyvatel
do mateřské školky, do domova pro seniory nebo do supermarketu dopoledne ve všedńı den. Výběr by v tom
př́ıpadě byl jednostranně zaměřen – dokážete si představit, jaký pr̊uměrný věk bychom takto spoč́ıtali. Z toho
d̊uvodu, muśıme měřit, pokud možno, v nezávislé skupině obyvatel (např., MHD, obchodńı centra o v́ıkendu,
zoologická zahrada, aquapark).

Statistika

Připomeneme, že ćılem pořizováńı náhodného výběru je určeńı charakteristik souboru, tj pozorované náhodné
veličiny. Např́ıklad, předpokládáme, že věk obyvatel je náhodná veličina s normálńım rozděleńım

věk ∼ N(µ, σ2),
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kde středńı hodnota µ a rozptyl σ2 jsou parametry normálńıho rozděleńı. To znamená, že pokud nás zaj́ımá
pr̊uměrný věk obyvatel, potřebujeme středńı hodnotu µ. Kdybychom chtěli upřesnit, v jakém rozmeźı od středńı
hodnoty se nacháźı naměřená data, potřebujeme rozptyl σ2. Abychom tyto charakteristiky souboru mohli poč́ıtat
(odhadnout) z výběru, zavedeme nový obecný pojem, kterému budeme řikat statistika.

Statistika je funkce výběru, hodnota které nám dá bodový odhad parametru (v našem př́ıpadě bud’ µ nebo σ2).
Obecně označ́ıme statistiku ṕısmenem T , a to je tedy

T (X) = θ̂,

kde θ je obecné označeńı parametr̊u, stř́ı̌skaˆznamená bodový odhad. Vı́me, že se výběr X při každém měřeńı lǐśı.
To znamená, že statistika T (X) nám nedá přesnou hodnotu parametru, ale při každém výpočtu dostaneme i trochu

jiný bodový odhad θ̂.

Z toho vyplývá, že statistika T je také náhodná veličina se svým rozděleńım f(T ).

Konstrukce statistiky je samostatná úloha, která se řeš́ı např́ıklad metodou moment̊u nebo metodou maximálńı
věrohodnosti (pro doplněńı teorie jsou tyto metody popsány ve skriptech na webu). Předevš́ım se seznámı́me s
hotovými statistikami a jejich vlastnostmi.

Výběrový pr̊uměr

Výběrový pr̊uměr je pr̊uměr, který poč́ıtáme z výběru, což znamená, že to je funkce výběru a t́ım pádem to je jeden
z př́ıklad̊u statistiky. Vı́me, že pr̊uměr je

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Vı́me, že výběr obsahuje náhodné veličiny. Z toho d̊uvodu je výběrový pr̊uměr také náhodnou veličinou a při každém
výpočtu se lǐśı:

X̄︸︷︷︸
N.V.

=
1

n

n∑
i=1

Xi︸︷︷︸
N.V.

Např́ıklad, věk cestuj́ıćıch v metru je:

[12 36 4 41 15 16 28 35 33 61 . . .].

Poř́ıd́ıme náhodným zp̊usobem 3 výběry ze 3 hodnot a spočteme výběrový pr̊uměr. Vid́ıme, že v každém př́ıpadě
je jiný:

např., prvńı výběr X = [12 4 28], X̄ = 14.67,

druhý výběr X = [41 35 33], X̄ = 36.33,

třet́ı výběr X = [4 28 15], X̄ = 15.67.

Tady je vidět, že výběrový pr̊uměr X̄ je náhodná veličina. Budeme předpokládat, že X̄ má normálńı rozděleńı se

středńı hodnotou E[X̄] a rozptylem D[X̄].

Středńı hodnota výběrového pr̊uměru

Středńı hodnota výběrového pr̊uměru se rovná středńı hodnotě souboru:

E[X̄] = µ.

Ukážeme si, proč je to tak:
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Dáme X̄ podle definice do závorek:

E[X̄] = E

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1
n je konstanta, poč́ıtáńı se středńı hodnotou je v tom př́ıpadě E[ax] = aE[x], tedy můžeme konstantu vyndat ze
závorek:

=
1

n
E

[
n∑
i=1

Xi

]
=

dále středńı hodnota součtu se rovná součtu středńıch hodnot E[x+ y] = E[x] + E[y], proto

=
1

n

n∑
i=1

E [Xi] =

E[Xi] je středńı hodnota souboru – naš́ı náhodné veličiny (věku) podle definice, a je to µ (protože věk ∼ N(µ, σ2)).
Plat́ı tedy

=
1

n

n∑
i=1

E [Xi]︸ ︷︷ ︸
µ

=
1

n

n∑
i=1

µ =
1

n
nµ = µ.

D̊uležitá poznámka: Tato vlastnost výběrového pr̊uměru ukazuje, že má smysl pracovat s výběrem, protože středńı
hodnota jeho pr̊uměru je stejná jako pr̊uměr celého souboru. Pro náš př́ıklad s věkem to znamená, že pokud budeme
opakovaně měřit věk obyvatel ČR v MHD, naměř́ıme sice v každém př́ıpadě něco jiného, ale v pr̊uměru to bude
odpov́ıdat středńı hodnotě obyvatel ČR, což je pr̊uměr ze všech dat.

Rozptyl výběrového pr̊uměru

Rozptyl výběrového pr̊uměru se rovná rozptylu souboru vydělenému počtem dat

D[X̄] =
σ2

n
.

Důkaz:

Dáme X̄ podle definice do závorek:

D[X̄] = D

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1
n je konstanta, poč́ıtáńı s rozptylem je v tom př́ıpadě D[ax] = a2D[x], tedy můžeme napsat:

=
1

n2
D

[
n∑
i=1

Xi

]
=

pro nezávislé náhodné veličiny plat́ı D[x + y] = D[x] + D[y], výběr je množina nezávislých veličin podle definice,
proto

=
1

n2

n∑
i=1

D [Xi] =

D[Xi] je rozptyl souboru, protože věk ∼ N(µ, σ2), a to je σ2, tedy

=
1

n2

n∑
i=1

D [Xi]︸ ︷︷ ︸
σ2

=
1

n2
nσ2 =

σ2

n
.

D̊uležitá poznámka: Dı́ky této vlastnosti v praxi se vyplat́ı použ́ıvat co největš́ı výběr. Č́ım v́ıc máme dat (větš́ı n),
t́ım menš́ı je rozptyl výběrového pr̊uměru, t́ım pádem je odhad přesněǰśı a bĺıž ke středńı hodnotě souboru.
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Můžeme to ukázat na obrázku: vlevo je větš́ı rozptyl, vpravo je malý rozptyl. Je vidět, že hodnoty vpravo budou
bĺıž ke středńı hodnotě.

Výběrový rozptyl

Daľśı charakteristika, kterou dokážeme spoč́ıtat z výběru je výběrový rozptyl. Podobně jako výběrový pr̊uměr, to

je náhodná veličina. Na rozd́ıl od rozptylu souboru σ2, označ́ıme výběrový rozptyl s2 a poč́ıtáme ho následovně:

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

Všimněme si, že v porovnáńı s rozptylem, který jsme zavedli na prvńı přednášce (tzv. souborový rozptyl), výběrový
rozptyl se lǐśı pouze n− 1 ve jmenovateli. O tom jsme už mluvili i na cvičeńı. Tento rozd́ıl je nutný pro zachováńı
vlastnost́ı rozptylu, o čemž si pov́ıme později. Je nutné si ale poznamenat, že pro velký výběr je rozd́ıl v hodnotách
rozptyl̊u zanedbatelný: zkuste porovnat 1

1000 a 1
999 .

Středńı hodnota výběrového rozptylu

Středńı hodnota výběrového rozptylu se rovná rozptylu souboru

E[s2] = σ2.

Pro náš př́ıklad to znamená, že pokud si budeme dělat záznamy o věku obyvatel na základě výběr̊u z metra,
pr̊uměrná rozptýlenost hodnot výběru bude stejná jako kdybychom obešli všechny obyvatele.

Výběrový pod́ıl

Výběrový pod́ıl je charakteristika výběru, se kterou můžeme pracovat v př́ıpadě alternativńıho rozděleńı souboru.
Připomeneme si, že náhodná veličina, která má alternativńı rozděleńı, může nabývat dvou možných hodnot: 1
(úspěch) a 0 (neúspěch).

Výběrový pod́ıl označ́ıme p a spočteme ho takto:

p =
n+

n
,

kde n+ je počet úspěch̊u ve výběru. Např́ıklad, zaj́ımá nás pod́ıl maminek s kočárkem mezi cestuj́ıćımi. V tomto
př́ıpadě, je maminka s kočárkem úspěch. Vyděĺıme počet maminek s kočárkem počtem dat výběru a dostaneme
výběrový pod́ıl. Všimněme si, že to je zároveň i pravděpodobnost úspěchu, tj., že náhodně vybraný cestuj́ıćı bude
maminka s kočárkem.
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Limitńı věty

Zavedli jsme dva nové pojmy – soubor a výběr.
↙ ↘

µ, σ2 X̄, s2

Ukážeme, jak spolu souviśı jejich charakteristiky, což jsme si už částečně poznamenali. Formálně vztah výběru a
souboru poṕı̌seme pomoćı limitńıch vět.

Zákon velkých č́ısel

Při velkém rozsahu výběru n→∞︸ ︷︷ ︸
v praxi n>30

se hodnoty výběrových charakteristik neomezeně bĺıž́ı k charakteristikám

souboru:
X̄ → µ

s2 → σ2

Poznámka: Tato limitńı věta ř́ıká, že pro určeńı charakteristik souboru (např́ıklad, pr̊uměrného věku obyvatel) stač́ı
pracovat s velkým náhodným výběrem z MHD. Pak bude výběrový pr̊uměr dobrým odhadem středńı hodnoty souboru.

Centrálńı limitńı věta

Při velkém rozsahu výběru n→∞︸ ︷︷ ︸
v praxi n>30

má výběrový pr̊uměr přibližně normálńı rozděleńı

X̄ ∼ N(µ,
σ2

n
)

Poznámka: V praxi použit́ı této limitńı věty naznačuje tři d̊uležité body:

• Pokud máme velký výběr z metra, můžeme předpokládat, že se výběrový pr̊uměr bude nacházet kolem své
středńı hodnoty, která se rovná středńı hodnotě souboru µ (tj., je stejná jako pro všechny obyvatele).

• Č́ım větš́ı je výběr (⇑ n), t́ım menš́ı je rozptyl (⇓ σ2

n ), což znamená, že jsme zase bĺıž ke středńı hodnotě
souboru µ.

• I když hodnoty velkého výběru nepocháźı z normálńıho rozděleńı, bude mı́t výběrový pr̊uměr X̄ přibližně
normálńı rozděleńı.

Vlastnosti statistiky

Takovým zp̊usobem jsme probrali některé existuj́ıćı statistiky (připomeneme, že statistika je funkce výběru).
Abychom mohli pomoćı statistiky dostat dobrý bodový odhad, muśı mı́t statistika tři následuj́ıćı vlastnosti.
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Nestrannost

Statistika T poskytuje nestranný bodový odhad parametru, jestliže se jej́ı středńı hodnota rovná tomuto parametru:

E[T ] = θ.

Např́ıklad, výběrový pr̊uměr X̄ je statistika a je to funkce výběru

T (X) =
1

n

n∑
i=1

Xi = X̄.

Ukázali jsme, že E[X̄]︸ ︷︷ ︸
E[T ]

= µ︸︷︷︸
θ

– to znamená, že X̄ je nestranná statistika.

Tato vlastnost ř́ıká, že bodový odhad je v pr̊uměru přesný.

Např́ıklad, výběrový rozptyl je nestranná statistika, protože

E[s2] = σ2.

Právě pro zachováńı nestrannosti je potřeba definovat výběrový rozptyl 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2. Dá se ukázat, že pro

rozptyl definovaný jako 1
n

∑n
i=1(Xi − X̄)2 neplat́ı E[s2] = σ2 a rozptyl by nebyl nestranným odhadem.

Konzistence

Statistika je konzistentńı, pokud s rostoućım rozsahem výběru n→∞ se rozptyl statistiky bĺıž́ı k nule D[T ]→ 0.

Např́ıklad, výběrový pr̊uměr X̄ je statistika. Rozptyl výběrového pr̊uměru je

D[T ] = D[X̄] =
σ2

n
– to znamená, pro ⇑ n, ⇓ σ2

n , tedy to je konzistentńı statistika.

V praxi to znamená, č́ım v́ıce dat, t́ım je odhad přesněǰśı. Např́ıklad, na obrázku vlevo s velkým rozptylem pozo-
rujeme data v rozmeźı od -10 do 10 kolem nulové středńı hodnoty. Na obrázku vpravo s menš́ım rozptylem se data
nacháźı na intervalu od -1 do 1 kolem 0.
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Vydatnost

Tato vlastnost ř́ıká, že č́ım menš́ı je rozptyl statistiky D[T ], t́ım je vydatněǰśı, tj., přesněǰśı:

D[T ] ⇓, přesnost odhadu ⇑

Např́ıklad, v př́ıpadě dvou nestranných statistik T1 a T2 voĺıme tu statistiku, která bude mı́t menš́ı rozptyl a bude
tedy vydatněǰśı, tj.,

pokud D[T1] < D[T2], T1 – je vydatněǰśı.

Poznámka: pro doplněńı teorie na webu jsou k dispozici skripta ze statistiky.
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