Prednaska 5 - soubor, vybér, bodovy odhad, limitni véty

Musime si uvédomit, ze pii pozorovani ndhodné veli¢iny nikdy nenaméiime iplné vSechny jeji hodnoty. V kazdém

pifpadé to bude pouze néjaks ¢ést dat. Napiiklad, zajimé nas primérny vék obyvatel CR. Musime kazdého obejit
a zeptat se na vék. Nez ale vSech 10 milionu lidi obejdeme, tak nékdo zestdrne, umie, narodi se, coz znamena,
ze musime zacit od zac¢atku. Abychom takovému problému zabréanili, musime pofidit ndhodny vzorek dat. Tomu
vzorku dat budeme tikat vybér nebo ndhodny vybér, a presné toto bude tématem dnesni prednésky.

Vybér nebo ndhodny vybér
Uvédomime si, ze po kazdém meéfeni dostaneme odlisny vzorek dat. Naptiklad, méfime (ptdme se na vék) dneska
na $kole. Pak pfjideme méfit zitra — nékdo uz chybi a naopak prisel nékdo jiny. To znamend, ze hodnoty, které jsme
naméfili jsou také ndhodné veliciny.

Vybsr —> N.V.

vybér
— N.V.

Vybér vybér
} '
N.V. N.V.

Po kazdé jiny vzorek!!!

Muzeme to ukdzat na obrdzku, kde mame soubor vsech hodnot ndhodné veli¢iny (vék obyvatel) a opakované
provadime jeji méfeni (pokazdé vyjde jiny vzorek dat). Z toho davodu definice vybéru zni takto:

Vybér je mnozina nezdvislych a stejné rozdélenych nahodnych veli¢in. Ozna¢ime vybér pismenem X:
X = [X1, X2, .., Xnl, kde n je pocet hodnot vybéru
—_——

nezavislé+stejné rozdélené

Pro¢ pottebujeme stejné rozdélené nahodné veli¢iny?

Méffme tu ndhodnou veli¢inu, kterd nds v tuto chvili zajimé. Napiiklad, pro zjisténi véku obyvatel CR
nepujdeme méfit do Polska.

Pro¢ musi byt nezavislé nahodné veliciny?
Protoze je potieba pocitat s tim, ze vybér musi byt reprezentativni. Neni vhodné jit ptat se na vék obyvatel
do materské skolky, do domova pro seniory nebo do supermarketu dopoledne ve vSedni den. Vybér by v tom
piipadé byl jednostranné zaméien — dokézete si piedstavit, jaky prumérny vék bychom takto spocitali. Z toho
divodu, musime méfit, pokud mozno, v nezdvislé skupiné obyvatel (napi., MHD, obchodnf{ centra o vikendu,
zoologickd zahrada, aquapark).

Statistika

Piipomeneme, ze cilem potfizovani ndhodného vybéru je urceni charakteristik souboru, tj pozorované nahodné
veli¢iny. Napiiklad, pfedpokladame, ze vék obyvatel je ndhodné veli¢ina s normalnim rozdélenim
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kde stfedni hodnota g a rozptyl o2 jsou parametry normélniho rozdéleni. To znamend, Ze pokud nds zajimé
prumérny vék obyvatel, potiebujeme stiedni hodnotu p. Kdybychom chtéli upfesnit, v jakém rozmezi od stiedni
hodnoty se nachdzi naméfens data, potiebujeme rozptyl o2. Abychom tyto charakteristiky souboru mohli poéitat
(odhadnout) z vybéru, zavedeme novy obecny pojem, kterému budeme fikat statistika.

Statistika je funkce vybéru, hodnota které nam da bodovy odhad parametru (v nasem pifpadé bud u nebo o?).
Obecné oznacime statistiku pismenem 7', a to je tedy

T(X) =6,

kde € je obecné oznaceni parametru, stiiska ~znamend bodovy odhad. Vime, ze se vybér X pii kazdém méteni lisi.
To znamend, Ze statistika 7'(X) ndm nedd presnou hodnotu parametru, ale pti kazdém vypoctu dostaneme i trochu
jiny bodovy odhad 6.

Z toho vyplyvéd, ze statistika T je také ndhodnd veli¢ina se svym rozdélenim f(T).

Konstrukce statistiky je samostatnd iloha, kterd se fesi napiiklad metodou momentu nebo metodou maxim&lni
vérohodnosti (pro doplnéni teorie jsou tyto metody popsiny ve skriptech na webu). Predevsim se sezndmime s
hotovymi statistikami a jejich vlastnostmi.

Vybérovy prameér

Vybérovy prumeér je prumeér, ktery pocitdme z vybéru, coz znamena, zZe to je funkce vybéru a tim padem to je jeden
z prikladu statistiky. Vime, ze prumeér je

Vime, ze vybér obsahuje ndhodné veli¢iny. Z toho duvodu je vybérovy prumér také ndhodnou veli¢inou a pii kazdém
vypoctu se lisi:

Naptiklad, vék cestujicich v metru je:
[12 36 4 41 15 16 28 35 33 61 ...

Pofidime ndhodnym zpusobem 3 vybéry ze 3 hodnot a spo¢teme vybérovy prumér. Vidime, ze v kazdém piipadé
je jiny:

[12 4 28], X =14.67,
druhy vybér X = [41 35 33], X =36.33,

tietf viber X = [4 28 15], X =15.67.

napfi., prvai vybér X

Tady je vidét, ze vybérovy primér X je ndhodné veli¢ina. Budeme pfedpokladat, ze X mé normdlni rozdéleni se

stfedni hodnotou E[X] a rozptylem D[X].

Stredni hodnota vybérového prameéru

Stiedni hodnota vybérového pruméru se rovnd stiedni hodnoté souboru:

E[X] = p.

Ukéazeme si, proc je to tak:



Déame X podle definice do zavorek:

E[X]=E

S|

% je konstanta, pocitdni se stfedn{ hodnotou je v tom ptipadé Elax] = aE[z], tedy muzeme konstantu vyndat ze

zévorek:
n

>

i=1

_!

n

déle stfedni hodnota sou¢tu se rovna souctu stfednich hodnot E[z + y] = E[z] + E[y], proto

E[X;] je stfedn{ hodnota souboru — nasf ndhodné veli¢iny (véku) podle definice, a je to p (protoze vék ~ N (u,0?)).
Plati tedy

n

1 1o 1
VLI WIS
n “ N—— n n
=1 M =1

Dulezitd pozndmka: Tato vlastnost vybérového prumeéru ukazuje, ze ma smysl pracovat s vybérem, protoze stiedni
hodnota jeho pruméru je stejna jako prumér celého souboru. Pro nés piiklad s vékem to znamen4, Ze pokud budeme
opakované mérit vék obyvatel CR v MHD, naméiime sice v kazdém piipadé néco jiného, ale v pruméru to bude
odpovidat stfedni hodnoté obyvatel CR, coz je prumér ze vSech dat.

Rozptyl vybérového primeéru

Rozptyl vybérového prumeéru se rovnd rozptylu souboru vydélenému poctem dat

Dukaz:

Déame X podle definice do zadvorek:

L je konstanta, poéitani s rozptylem je v tom piipadé D]az] = a*>Dl[z], tedy mizeme napsat:

1 n

pro nezavislé ndhodné veli¢iny plati D[z + y] = D[x] + D[y, vybér je mnozina nezavislych veli¢in podle definice,
proto

D[X;] je rozptyl souboru, protoze vék ~ N (u,0?), a to je o2, tedy
1 & 1, o?
0-2

Duilezitd pozndmka: Diky této vlastnosti v praxi se vyplati pouzivat co nejvéts vybér. Cim vic mame dat (vetsi n),
tim mensi je rozptyl vybérového pruméru, tim padem je odhad presnéjsi a bliz ke stfedni hodnoté souboru.
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Muzeme to ukédzat na obrazku: vlevo je vétsi rozptyl, vpravo je maly rozptyl. Je vidét, Ze hodnoty vpravo budou
bliz ke stfedni hodnoteé.

Vybérovy rozptyl

Dalsi charakteristika, kterou dokdzeme spocitat z vybéru je vybérovy rozptyl. Podobné jako vybérovy prumér, to

je ndhodn4 veli¢ina. Na rozdil od rozptylu souboru o2, oznaéime vybérovy rozptyl s a poé¢itdme ho nédsledovné:

1 _
2 _ L 2
s—n_1§(Xz X)2.

=1

Vsimnéme si, ze v porovnani s rozptylem, ktery jsme zavedli na prvni pfedndsce (tzv. souborovy rozptyl), vybérovy
rozptyl se lisi pouze n — 1 ve jmenovateli. O tom jsme uz mluvili i na cviceni. Tento rozdil je nutny pro zachovani
vlastnosti rozptylu, o ¢emz si povime pozdéji. Je nutné si ale poznamenat, ze pro velky vybér je rozdil v hodnotach

rozptyli zanedbatelny: zkuste porovnat ﬁ a ﬁ.

Stredni hodnota vybérového rozptylu

Stredni hodnota vybérového rozptylu se rovna rozptylu souboru

E[s%] = o2

Pro n&s piiklad to znamend, Ze pokud si budeme délat zdznamy o véku obyvatel na zdkladé vybéru z metra,
prumeérnd rozptylenost hodnot vybéru bude stejna jako kdybychom obesli vSechny obyvatele.

Vybérovy podil

Vybérovy podil je charakteristika vybéru, se kterou muzeme pracovat v piipadé alternativniho rozdéleni souboru.
Piipomeneme si, ze ndhodna veli¢ina, kterda ma alternativni rozdéleni, muze nabyvat dvou moznych hodnot: 1
(dspéch) a 0 (neispéch).

Vybérovy podil oznacime p a spocteme ho takto:

p=—
n
kde nt je poéet uispéchi ve vybéru. Napiiklad, zajimé nds podil maminek s koc¢arkem mezi cestujicimi. V tomto
pripadé, je maminka s kocdrkem tuspéch. Vydélime pocet maminek s kocarkem poctem dat vybéru a dostaneme
vybérovy podil. V§imnéme si, ze to je zaroven i pravdépodobnost uspéchu, tj., ze ndhodné vybrany cestujici bude
maminka s kocarkem.




Limitni véty

Zavedli jsme dva nové pojmy — soubor a vybeér.
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Ukéazeme, jak spolu souvisi jejich charakteristiky, coz jsme si uz ¢astecné poznamenali. Formalné vztah vybéru a
souboru popiseme pomoci limitnich vét.

Zakon velkych cisel

Pii velkém rozsahu vybéru n — oo se hodnoty vybérovych charakteristik neomezené blizi k charakteristikdm

vV praxi n>30
souboru:

X —pu
2 — o2

Poznamka: Tato limitn{ véta fikd, Ze pro urcéeni charakteristik souboru (napiiklad, pramérného véku obyvatel) staci
pracovat s velkym ndhodnym vybérem z MHD. Pak bude vybérovy prumeér dobrym odhadem stfedni hodnoty souboru.

Centralni limitni véta

Pfi velkém rozsahu vybéru n — oo  ma vybérovy prumér piiblizné normalni rozdéleni

v praxi n>30

Pozndmka: V praxi pouziti této limitni véty naznacuje tii dulezité body:

e Pokud médme velky vybér z metra, muzeme predpokladat, ze se vybérovy prumér bude nachazet kolem své
stfedni hodnoty, kterd se rovnd stfedni hodnoté souboru u (tj., je stejnd jako pro vSechny obyvatele).

o Cim vétsi je vyber (+ n), tim mensi je rozptyl (| %2), coz znamend, ze jsme zase bliz ke stfedni hodnoté
souboru .

e I kdyz hodnoty velkého vybéru nepochézi z normélniho rozdéleni, bude mit vybérovy prumér X piiblizné
normalni rozdéleni.

Vlastnosti statistiky

Takovym zpusobem jsme probrali nékteré existujici statistiky (pfipomeneme, ze statistika je funkce vybéru).
Abychom mohli pomoci statistiky dostat dobry bodovy odhad, musi mit statistika tii nasledujici vlastnosti.




Nestrannost

Statistika T" poskytuje nestranny bodovy odhad parametru, jestlize se jeji stfedni hodnota rovna tomuto parametru:

E[T] = 0.

Napiiklad, vybérovy primér X je statistika a je to funkce vybéru

T(X) = %ZX = X.
=1

~——

Ukézali jsme, 7 E[X]= p  —to znamena, Ze X je nestranna statistika.
~—
E[T) 0

Tato vlastnost #ika, ze bodovy odhad je v pruméru pfesny.

[x]l’:i[T]:\the%a: £
X \mu

Naptiklad, vybérovy rozptyl je nestranna statistika, protoze

E[s%] = %

Préave pro zachovan{ nestrannosti je potfeba definovat vybérovy rozptyl nil > (X; — X)2. D4 se ukdzat, Ze pro
1

rozptyl definovany jako = 3"  (X; — X)? neplati E[s?] = 02 a rozptyl by nebyl nestrannym odhadem.

n

Konzistence

s~z

Statistika je konzistentni, pokud s rostoucim rozsahem vybéru n — oo se rozptyl statistiky bliz{ k nule D[T] — 0.

Napiiklad, vybérovy primér X je statistika. Rozptyl vybérového primeéru je

DT =D[X]=— -  toznamen4, pro ft n, | %2, tedy to je konzistentni statistika.
V praxi to znamend, ¢im vice dat, tim je odhad presnéjsi. Naptiklad, na obrazku vlevo s velkym rozptylem pozo-

rujeme data v rozmezi od -10 do 10 kolem nulové stiedni hodnoty. Na obrazku vpravo s mensim rozptylem se data
nachazi na intervalu od -1 do 1 kolem 0.
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Vydatnost
Tato vlastnost ¥{kd, ze ¢im mensi je rozptyl statistiky D[T], tim je vydatnéjsi, tj., pFesnéjsi:

DIT] |}, ptesnost odhadu 1

Napiiklad, v ptipadé dvou nestrannych statistik 77 a T3 volime tu statistiku, kterd bude mit mensi rozptyl a bude
tedy vydatnéjsi, tj.,

pokud D[Ty]| < D[Te], Ti — je vydatnéjsi.

Pozndamka: pro doplnéni teorie na webu jsou k dispozici skripta ze statistiky.




