Prednaska 7 — Testy rozdéleni, testy hypotéz pro dva vybéry

Testy rozdéleni

V predchozi predndSce jsme mluvili o tom, Ze pro volbu testu hypotéz potiebujeme védét, zda data spliuji nebo
nesplnuji predpoklad normality - podle toho volime mezi parametrickymi testy s predpokladem normality dat a
neparametrickymi testy, které jsou uréeny pro data bez normality. Abychom uréili, zda data maji normélni rozdéleni
nebo ne a rozhodli se mezi témito druhy testu, musime pouzit jeden z testu rozdéleni.

Neékteré testy rozdéleni jsou urceny pouze pro testovani normality, jiné mohou byt pouzity i pro testovani jinych
rozdéleni, viz tabulka Jak zvolit test hypotéz na webu.

Pro vsechny tyto testy jsou nulova a alternativni hy- To znamend, ze pokud pouzivame test normality nebo
potézy stejné: jiny test na ovéreni normality, nulovd a alternativni hy-
potézy zni:

Hy: data pochézi z testovaného rozdéleni, Hy: data maji normélni rozdéleni,

Hy data nepochézi z testovaného rozdéleni. Hy data nemaji normélni rozdéleni.

Rozebereme nékteré z testu rozdéleni podrobnéji.

w/s test normality

Trividlni w/s test normality pouziva statistiku
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w _ max(X) — min(X)

kterd je jednoduchym pomérem rozpéti vybéru a vybérové smérodatné odchylky s = v/s2 a X je vybér.

Kolmogorov-Smirnoviv test

Kolmogorov-Smirnovuv test se pouziva pro ovéieni, zda hodnoty vybéru pochézi z urcitého teoretického rozdéleni
(nemusi byt pouze normélni). Test porovnava vzdélenosti mezi distribuén{ funkef na hodnotéch vybéru (z etnosti)
a distribu¢ni funkei teoretického rozdéleni. Statistika je maximalni vzdalenost:
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Zdroj: Wikipedia

Cumulative Probability

Test se hodi i pro ovéreni, zda data ze dvou vybéru pochézi ze stejného rozdéleni. Kolmogorov-Smirnovuv test se
¢asto pouziva pro testovani normality, i kdyz podle nékterych studii je méné spolehlivy, nez Shapiro-Wilkuv test
nebo Anderson-Darlingtv test. Tento test je pouze pravostranny.




Shapiro-Wilktiv test normality

Shapiro-Wilkuv test se pouziva pro ovéreni predpokladu normality vybéru. Pouziva statistiku

b2
W=———, kde s? je vybérovy rozptyl,
(n—1)s2
b=ay(rn —r1) +az(rn_1 —12) + ...,
kde se hodnoty a; berou ze specidlni tabulky a r; jsou pofadi hodnot.

Shapiro-Wilkuv test je jeden z nejc¢astéji pouzivanych testu normality dat v riznych softwarech.

Poznamka: Je ale nutné si poznamenat, ze je tézké vybrat jeden univerzalné spolehlivy test normality. V praxi
nabizi statisticky software obvykle nékolik druhu takovych testu, kde uzivatel by mél urcit, pro ktery test jsou
data nejvice vhodna. Napiiklad, nékteré testy normality funguji dobie pro malé pocty dat, jiné pro velké hodnoty
vybéru, dalsi pro hodnoty s mensim ¢i vétsim rozptylem atd. Je zndmo, ze Shapiro-Wilkuv test je méné spolehlivy
pri testovani normality vybéru s velkym mnozstvim identickych hodnot.

Pro nase ucely vyuky zustaneme u pouziti Shapiro-Wilkova testu ve Scilabu a Anderson-Darlingova testu v Matlabu.

Anderson-Darlingav test

Anderson-Darlinguv test se pouzivé pro ovéfeni, zda hodnoty vybéru pochédzi z uréitého teoretického rozdéleni (ne-
musi byt pouze norméln{). Pti testovan{ normality spolu s testem Shapiro-Wilka je zndmy jako jeden z nejsilngjsich
statistickych test rozdéleni. Statistika testu se spocte nasledovné:
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— S In(FO0) + 0 (1 = F (X)),

A*=-n-8, kde S=)»_
i=1

kde F' je distribuéni funkce pro normalni rozdéleni.

Y2-test dobré shody

x2-test dobré shody (éte se chi-kvadrat) mizeme pouzit pro testovani jakéhokoliv rozdéleni. Statistika testu je

— (0; — E;)?
T:Z;T,

kde O; — pozorované cetnosti (angl. observed), tj., cetnosti skuteéné namérenych hodnot a E; — o¢ekdvané cetnosti
(anlg. expected), tj., jak by vypadaly v piipadé teoretického rozdéleni, na shodu s kterym data testujeme. Pro
ovéfeni normality x?-test dobré shody funguje nasledovné:

FE;, spocitame pravdépodobnosti p; pomoci distribuénich

o1 ] / %3 funkei pro pfislusné hodnoty:
=F(X,) - F(X
SR S P = F(Xs) = F(X),

p2 = F(X3) — F(X2),
p3 = F(Xy) — F(X3).

x1 x2 X3 x4

Méme hodnoty vybéru X; a pozorované ¢etnosti na inter- Déle vektor cetnosti je £ =nx p = [np; np2 nps].

| X X - — - - . . v \,—/ \/ v
valech mezi nimi O;. Abychom dostali ocekdvané cetnosti vektor E. Es FEs




Grafické metody ovéreni normality

Ovéreni predpokladu normality je mozné také pomoci grafickych metod. Pokud mate dostatek dat, nejjednodussi
zpusob je vykreslit histogram dat z vybéru, kde se muzete podivat, zda tvar histogramu odpovidd normélnimu
rozdéleni:
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Vlevo na obrazku je vidét, ze tvar histogramu odpovida normalnimu rozdéleni. Vpravo jsme vykreslili exponencialni
rozdéleni, které ma zcela jiny histogram a kfivka normalniho rozdéleni mu neodpovida. Tento zpusob se hodi spis
pro piedbéznou analyzu, neni vzdy jednozna¢ny a neni vhodny pro $kolni piiklady s malym poctem dat.

Q-Q graf

Q-Q graf je kvantil-kvantil graf (angl. Q-Q plot), patii k grafickym metoddm pro porovnéni dvou rozdéleni (v nasem
pifpadé je jedno z nich normdln{) pomoci vykresleni jejich kvantila proti sobé. Pokud data pochéz{ z normélniho
rozdéleni, budou hodnoty z vybéru lezet na Q-Q grafu ptiblizné na stejné piimece.
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Cervens pifmka na obrézcich znazoriiuje vykreslené kvantily normélniho rozdéleni. Modrou barvou jsou oznaceny
kvantily vybéru. Na obrazku vlevo je vidét, ze hodnoty z vybéru lezi linedrné kolem cervené primky, tedy muzeme
predpokladat normalitu vybéru. Na obrazku vpravo mé modra kiivka nelinedrni povahu a neodpovida ¢ervené piimce.
V tomto piipadé data nepochazi z normélniho rozdéleni.

Funkce pro Q-Q graf ve Scilabu a v Matlabu je qgplot.

Testy rozdéleni jsou aktudlni pro jakykoliv pocet vybéri — testujeme pak kazdy vybér zvlast.



Testy hypotéz pro dva vybéry

Ted se budeme vénovat testim hypotéz pro dva vybéry, coz z praktického hlediska potkdvdme mnohem ¢astéji
nez testy pro jeden vybér. Napiiklad, potfebujeme porovnat, zda je v Ostravé a Brné stejny pocet nakazenych.
Nemtzeme otestovat iplné vsechny, je to drahé. Vezmeme vybér v Ostravé a vybér v Brné a porovname dva vybéry
pomoci vhodného testu hypotéz. Opét bude tady velice dulezité spravné zvolit test. Uvidime, ze ve vétsiné pripadua
jsou testy pro dva vybéry stejné jako pro jeden vybér, jenom je musime umét pouzit pro dva vybéry.

Podobné jako v piipadé jednovybérovych testu, volime predevsim mezi parametrickymi testy s predpokladem nor-
mality obou vybéru a neparametrickymi testy pro vybéry bez normality. To znamend, ze kazdy vybér musime
otestovat zvl4st, a pokud jeden z nich nespliiuje tento piedpoklad, musime pouZzit neparametricky test.

Déle ale mame pro dvouvybérové testy dalsi predpoklad: nékteré testy jsou ureny pro neparové vybéry, jiné pro
parové.

Parové vybéry dvou veli¢in X a Y znamend, Ze z jejich hodnot muzeme vytvofit dvojice, napt., {X1,Y1}, {Xo, Yo}
atd. Parové vybéry maji vzdy stejny pocet dat. Napiiklad, denni pifrustek po¢tu nakazenych v Praze v bfeznu a v
kvétnu, méfeni teploty u pacienta rdno a vecer, zndmky skupiny studentu z matematiky a fyziky, atd.

V piipadé nepdrovych vybéru se hodnoty obou vybéru méii zcela nezdvisle na sobé a vybéry tak mohou mit rizny
rozsah, napf., méfeni rychlosti vozidel na dalnici smérem z Prahy a do Prahy, denni piirustek poc¢tu nakazenych
podle jednotlivych kraji v CR a spolkovych zemi v Némecku, znamky dvou skupin studentii z matematiky atd.

V nésledujici tabulce jsou testy pro dva vybéry, které budeme pouzivat (je také dostupnd na webu pod odkazem
Jak zvolit test hypotéz). Déle je probereme podrobné.

Testy parametru s predpokladem normality Neparametrické testy bez predpokladu normality

Test o shodé stfednich hodnot pfi znamém rozptylu
z_test_2

Hy: pp = p2(>, <)

zndme o3, o3

N

Pro dva nepéarové vybeéry:
Mann-Whitneyuv test
mannwhit_test

Pro dva parové vybéry:

VN

Test medidnu

Wilcoxonuv test

wilcoxon_test

Test o shodé stfednich hodnot pfi neznamém rozptylu
Ho: py = pa(>, <)
nezndme o?, 03 — pouzijeme s?, s3

K

Pro dva neparové vybéry:
t_test_2n t_test_2p

Pro dva parové vybéry:

vSechny levo-, pravo-, oboustranné
Hy: Xo501) = Xo,52)(>, <)

Test o shodé dvou rozptylu — var_test_2
Hy: 02 = 03(>,<)

vSechny levo-, pravo-, oboustranné

Parametrické testy pro dva vybéry s predpokladem normality

Abychom mohli pouzit tyto testy, pochopitelné predpokladame, ze oba vybéry pochazi z normalniho rozdéleni. Déle
je postup prace s témito testy stejny jako v piipadé jednoho vybéru. Rozdil je v tom, ze tam jsme testovali, zda
se parametr rovna urcité predpokladané hodnoté, ale tady budeme porovndvat, zda jsou parametry obou soubort,
ze kterych mame vybéry, stejné na zvolené hladiné vyznamnosti.




Test o shodé strednich hodnot pti znamych rozptylech

Priklad: Zajimé néas vliv nového léku na krevni tlak. Skupiné 978 pacientiu jsme podali novy 1ék, skupina 936
pacientu dostala placebo. Mérenim tlaku dostaneme dva vybéry:

Xlék:[120/60 143/92 117/92 ... ], Xplaceb0:[137/86 112/82 111/86 ... ].
978 hodnot 936 hodnot

Testujeme tvrzeni, ze je krevni tlak po pouziti léku v pruméru stejny jako pfi pouziti placebo.

Reseni: Podobné jako v pifpadé jednovybérovych testi, zvolime test podle informaci v zadan:

e mame dva vybéry — jsme u spravné tabulky,

e piedpoklddame, ze podle testu rozdéleni maji oba vybéry normélni rozdéleni — jsme v parametrickych testech
(levy sloupec tabulky),

e potfebujeme zjistit, zda je krevni tlak v prumeéru stejny — jedna se o test o shodé dvou stfednich hodnot.

e Dile tady mame dva velké vybéry 978 a 936 hodnot. U takto velkych vybéru mtzeme jejich spoc¢itané vybérové
rozptyly podle limitni véty povazovat za zndmé rozptyly souboru®.

To znamena, ze mizeme pouZit test o shodé dvou stiednich hodnot pii zndmych rozptylech, a to je z_test_2. Rekneme
nulovou hypotézu (méte ji v tabulce pro kazdy test):

Ho : pgi = fiplacebo podle tvrzeni, tj., 16k nem4d vliv na krevni tlak.
Alternativni hypotéza je opacéné tvrzeni:
Hy : gy # fplacebo tj., 1ék ma vliv na krevni tlak.
Vsimnéme si, ze v tomto piipadé je test oboustranny. Statistika tohoto testu je

X -X _
T = % ~ N(0,1) — pro jeden vybér je stejnd, jen pouzivd jenom X a o2
91 93
-1 _|_ -2
ni na

Déle dostaneme pomoci software p-hodnotu. Pokud bude p-hodnota mensi nez hladina vyznamnosti a = 0.05,
nulovou hypotézu zamitame. Zavér: 1lék ma vliv. V§imnéme si, ze bychom mohli testovat, zda je krevni tlak po
pouziti léku vyssi nebo nizsi, nez v pripadé placebo. V tomto pripadé by se jednalo o levostranny nebo pravostranny
test.

Test o shodé strednich hodnot pii neznamych rozptylech pro dva neparové vybéry

Tento test (t_test_2n) pouzijeme v tom piipadé, kdyz za splnéni viech predpokladu (dva vybéry, normalita, stfedni
hodnota a nezndmy rozptyl) mdme dva nepdrové vybéry. Dost ¢asto tomuto testu fikaji nepdrovy t-test (angl.
unpaired t test). Ukdzeme si, jak muze skoro stejny piiklad vyzadovat rozlisné testy.

Piiklad: V jazykové skole maji dvoulety kurz anglictiny. Skola tvrdi, ze 1.roénik m4 lepsi vysledky.
Reseni: Tady mame dva neparové vybéry, které byly naméfeny nezivisle na sobé, tj., znamky (nebo bodové

hodnoceni) 1.roéniku a 2.roéniku.

X = [foei, 1s X5 = [oeiinn, ]
—_— — —_— —
bodové hodnoceni 1.ro¢niku rozsahu n; bodové hodnoceni 2.ro¢niku rozsahu nsq

*Podobnd informace muze také byt poskytnutd vyrobcem, napt., povolené odchylky.



Pocet dat nemusi byt stejny, tj., n1 # ne. Nulovd hypotéza zni:
Ho:py =pp — formdlné a py > pe  — podle tvrzeni, tj., bodové hodnoceni studentt 1.roéniku je vyssi.
Alternativni hypotéza je opacéné tvrzeni:
Hy @ pp < pa — bodové hodnoceni studentu 1.roéniku je nizsi, coz urcuje, ze test je levostranny.
Déle postup je stejny. Vsimnéme si, ze statistika tohoto testu
T = 7)21 — X ~ Studentovo rozdéleni (pro jeden vybér je stejnd, jen pouzivé jenom X a s?)

2
51 52
ni n2

je stejnd jako pro z_test_2 — lisi se pouze pouzitim vybérovych rozptyli misto neznamych rozptylu souboru.

Test o shodé strednich hodnot pii neznamych rozptylech pro dva parové vybéry

Tento test (t_test_2p) zase pouzijeme za splnéni vsech predpokladii, ale budeme navic mit parové vybeéry. Tomuto
testu se také iikd parovy t-test (angl. paired t test). Nepatrné zménime nds piiklad:

Piiklad: V jazykové skole maji dvoulety kurz anglictiny. Skola tvrdi, ze se studenti ve 2.roéniku zhorsi.

Reseni: Zésadni rozdil je v tom, ze ted méme vybér studentt 1.roéniku a pak stejny vybér za rok, tedy vybéry
jsou parové.

X1 = oo 1, Xy = e .

bodové hodnoceni 1.ro¢niku rozsahu n bodové hodnoceni stejného roc¢niku za rok rozsahu n

Pozname to piedevsim podle toho, ze parové vybéry maji vzdy stejny pocet dat. Nulovad hypotéza zustane stejnd
jako v predchozim piikladeé:

Hy:py = po — formélné a uy > pue  — podle tvrzeni, tj., bodové hodnoceni studentu v 1.ro¢niku bylo vyssi.
Alternativni hypotéza je opacéné tvrzeni:
Hp:pp < ps  — bodové hodnoceni studentit 1.ro¢niku bylo nizsi, coz urcuje, ze test je levostranny.

Statistika tohoto testu je ale zcela jina:

e . 1 ¢
T = —d\f ~ Studentovo rozdéleni, kde X; = -— E (Xi(1) — Xi(2)) — stiedni hodnota rozdili hodnot z vybeért,
Sd n <
=1
1 n
a Sq = 1 E (Xi@@ — Xaq)? — smérodatnd odchylka rozdili hodnot.
n—
i=1

Vsimnéme si, ze na rozdil od z_test_2 a neparového t-testu, pouziva tento parovy t-test statistiku zalozenou na
vypoc¢tu odchylek dvojic z vybéru. Proto by ho neslo pouzit pro nestejny pocet dat.

Test o shodé dvou rozptyla

Tento test (var_test_2) je jediny pro testovani shody rozptyli dvou vybéra. V textu piikladu nds na néj upozorni
slova typu: vykonnost, spolehlivost, stabilita, variabilita, proménlivost — cokoliv, co souvisi s odchylkami nebo
rozmezim naméfenych hodnot. Zase trochu pozménime nas priklad:




Pifklad: V jazykové skole maji dvoulety kurz anglictiny. Res{ se, jaky ro¢nik poslat na jazykovou olympiddu. Skola
tvrdi, ze stabilita vysledku 1.ro¢niku je vyssi.

Reseni: Tady mame zase dva vybéry

X, = [, ], X, = oo, ]
—_—— —_—
bodové hodnoceni 1.ro¢niku rozsahu nq bodové hodnoceni 2.ro¢niku rozsahu ns

Ale ted’ chceme porovnat variabilitu vysledkii obou roénikt. Podle skoly podéva 1.roénik lepsi vysledky stabilnéji,
coz znamena, ze odchylky mezi jejich vysledky jsou mensi, tj., rozptyl rozdéleni, ze kterého tento vybér pochazi, je
mensi. Nulovéd hypotéza tady bude:

Hy:0? =02 — formalné a 0? <o} — podle tvrzeni, tj., stabilita vysledki 1.roéniku je vyssi (rozptyl je mensi).

Alternativni hypotéza je opacné tvrzent:

Hy J% > 0% — tj., stabilita vysledku 1.roéniku je nizsi (rozptyl je vétsi), coz urcuje, ze test je pravostranny.

Statistika testu je

2
S . . ’
T = —é ~ Fisherovo rozdéleni.
s
2

Neparametrické testy pro dva vybéry bez predpokladu normality

Ted probereme neparametrické testy hypotéz, kdy jeden nebo oba vybéry nepochézi z normalniho rozdéleni. Po-
dobné jako v predchozim piipadé rozlisSujeme testy pro neparové a parové vybéry.

Mann-Whitneyuv test

Mann-Whitneyuv test (mannwhit_test) pouzijeme pro dva nepdrové vybéry bez predpokladu normality.

Piiklad: Skupina pacientti byla lééena na koronavirus odlignymi metodami: bud nadéjnym lékem A z Ameriky nebo
nadéjnym lékem B z Japonska. Pocty dni, za kolik se pacienti uzdravili jsou zaznamendny v tabulce!. Je doba léceni
stejna?

Doba léceni 1ékem A | 14 | 17 | 23 11|13 ... ] ...
Doba 1éceni 1ékem B | 28 | 10 | 16 | 4 | 19 | 9 14 11 | 6

N

Reseni: Reseni takové praktické tlohy zaéneme ovérenim predpokladu normality. Mame dva vybéry: X4 — doba
léceni lékem A a Xp — lékem B. Pokud data dvou neparovych vybéru ruzného rozsahu nepochézi z normélniho
rozdéleni, je pro nds volba testu jednoduchd — je to Mann-Whitneyuv test (podivdme se do tabulky). Rekneme si
nulovou hypotézu:

Hy : XO’S(A) = XO’5(B) — medidny vybéru jsou stejné, tj., pacienti se vylécili za stejnou dobu.

Alternativni hypotéza je opacné tvrzent:
Hy: X075(A) #* X0,5(B) — pacienti se nevylécili za stejnou dobu, coz urcuje, ze test je obouostranny.
Statistika je zalozena na secteni poradi hodnot, dédle se bere minimum:

na(na+1) ng(ng + 1)

Ups=npanp+ —= — Ty, Up =nanp + ——— — Tg, T =min{T4,Ts}.
2 ~— 2 ~—
soucet poradi soucet poradi

TData jsou fiktivni.



Test medidnu (znaménkovy test)

V pifpadé dvou pérovych vybéru bez normality muzeme pouzit test medidnu (znaménkovy test) nebo Wilcoxonuv
test, se kterymi jsme se uz sezndmili pro ptipad jednoho vybéru. Ukazeme si na stejném piikladé pouziti obou testu.

Piiklad: Testujeme, zda m4 skupina 11 studentu stejny pocet vyieSenych piikladu ze statistiky na zacatku a na
konci semestru. Nepiedpokladdme normalitu dat. Data mame v tabulce:

pocet prikladu na zac¢dtkusemestru | 1 | 3 | 4| 0 |1 | 2 [ 3|54 ]2 3
pocet prikladu na konci semestru 5114|1150 |12 4|19 |4]|3]|25

Reseni: Mame dva parové vybéry X; — pocet pifkladi na zacdtku semestru, X, - na konci. Piedpokldddme, ze
podle testu rozdélenf nemaji data normalni rozdéleni. Rekneme si nulovou hypotézu:

Hy : X0,5(1) = X075(2) — medidny vybéru jsou stejné, tj., pocty piikladu jsou stejné.

Alternativni hypotéza je opaéné tvrzeni:
Hy: X0,5(1) #+ X075(2) — pocty piikladu nejsou stejné, coz urcuje, ze test je obouostranny.

Statistika znaménkového testu se poc¢itd podle rozdilu hodnot z vybéru, co muzeme zndzornit v tabulce:

Xiy | Xie) | Xi) — Xi(2) | znaménka
1 5 15 =-4 -
3 14 | 314=-11 -
4 1 i1=3 F
0 15 | 0-15=-15 -

V pripadé jednoho vybéru se odecita hodnota od medianu. Déle se pocet kladnych a zapornych znamének bere jako
novy pocet dat. Nulové rozdily se vyhodi. Mensi pocet znamének (bud + nebo — ) se oznaéi pismenem b. Déle
statistika je

2b—n

vn

Pro nas priklad p-hodnota = 0.1094, coz znamend, ze nezamitame nulovou hypotézu, ze studenti vyfesi stejny pocet
prikladu na zacdtku a na konci semestru. Nicméné v praxi se tento test pouziva spi§ pro predbéznou analyzu. Je
slab&i, coz muzeme ukézat jeho porovnanim s Wilcoxonovym testem.

T =

~ N(0,1).

Wilcoxonuv test
Tento test (wilcoxon_test) jsme uz pouzivali na cviéeni pro jeden vybér, ted se podivame na jeho pouziti pro dva
parové vybéry bez predpokladu normality.

Pouzijeme stejny piiklad. Nulova a alternativni hypotézy se neméni. Statistika tohoto testu se pocita podobné jako
pro znaménkovy test, ale s pouzitim potradi hodnot:

Xz(l) XZ(Q) Xz(l) — Xi(2) |Xz(1) — X1(2)| znaménka poi‘adl' absolutnich hodnot
1 5 15=-4 4 0 2
3 14 3-14=-11 11 -(0) 3
1 1 i1=3 3 T+ 1
0 15 | 0-15=-15 15 - (0) 4




Znaménka oznacime pismenem s. Za kazdy + bereme 1, za kazdy — bereme 0. Poradi absolutnich hodnot oznac¢ime r.
Statistika je
n
W = Z SiTi,
i

coZ znamena, %e kazdé pofadi vynasobime bud’ 0 nebo 1. Pro tento piiklad W =1%1+2%x0+3%0+4x0=1.

Déle se statistika porovnava s kritickou hodnotou ze specidlni tabulky (ndm to déld software) a vyslednd p-hodnota
pro nas priklad je 0.0273. To znamena, ze na hladiné vyznamnosti a = 0.05 zamitdme nulovou hypotézu, ze studenti
vytesi stejny pocet piikladi na zac¢dtku a na konci semestru.

Vsimneme si rozdilu oproti pfedchozimu piikladu, kde jsme na stejnych datech nezamitli nulovou hypotézu a
pfipomeneme si, ze pouze zamitnuti hypotézy mé statisticky vyznam.



