Prednaska 8 — Testy hypotéz vice veli¢in

Minuly tyden jsme se seznamili s testy hypotéz pro dva vybéry, kde se testy, podobné jako i pro jeden vybér, délily
na parametrické s predpokladem normality a neparametrické bez predpokladu normality, a navic bylo potieba zvolit
mezi testy pro parové a neparové vybéry. Dnes se soustifedime na testy pro vice vybéru.

Testy hypotéz vice vybéru

V piipadé vicevybérovych téstu pridame navic jesté dalsi predpoklad — jednofaktorové a dvoufaktorové testy. Faktor
je urcitd podminka, na zdkladé které zkoumdme shodu vybértu (sprdvné by se mélo fict spis shodu souboru, ze
kterych vybéry pochdzi). Napiiklad, porovndvame plat zaméstnanci v zavislosti na vzdélan{ (bereme v tvahu,
napiiklad, tfi moznosti: bez maturity, maturita, vysokd skola). Tady je vzdélani jeden faktor, v zavislosti na kterém
porovndvame platy. Dale nds muze zajimat, jak se lis platy v zdvislosti na vzdélani a na pohlavi. V tomto piipadé
mame dva faktory - vzdélani a pohlavi.

V nésledujici tabulce jsou testy pro vice vybéru, které budeme pouzivat (je také dostupnd na webu na odkazu Jak
zvolit test hypotéz). U kazdého testu jsou uvedeny specifické predpoklady jeho pouziti a nulové hypotézy.

’ Jednofaktorové ‘ ’ Dvoufaktorové ‘
Parametrické Neparametrické Parametrické Neparametrické
ANOVA — anova_1 | Kruskal-Wallisuv test ANOVA — anova_2 Friedmanuv test
Ptedpoklady: kruskal_test Predpoklady: friedman_test
N(u,o?), Piedpoklady: N(u,a?), Piedpoklady:
0? =05 =...=0%, | bez N(u,0?%), ot =05=...=o0} bez N(u,o?)
neparové vybeéry nepdrové vybéry Hy:py = ... = pin (v | parové vybéry B
H() L = 2 = Ho : X075(1) = X075(2) = f‘édCfCh) HO : X075(1) =...= X0,5(k)
C= [k o= Xo s Hy:py=...= pp (ve
sloupcich)

Pre-analyza: Ovéreni predpokladu stejnych rozptyla pro ANOVA:
Bartlettuv test — bartlett_test

-~ 2_ 3 _  _ 3
Hy:0{=05=...=0%

Post-analyza: v ptipadé zamitnuti nulové hypotézy

po zamitnuti ANOVA
Scheffého test — scheffe_test

po zamitnuti Kruskal-Wallisova nebo Friedmanova testu
Bonferroniho test

H(] LU = U2 nebo M1 = U3 nebo ... M1 = H() X0)5(1)~ = X075£2) nebo qu5(1) = ):(075(3)
Mk nebo po = pig nebo ... (Ve dVOjinCh) nebo ... X0,5(1) = XO,5(k) nebo X075(2) = X075(3)
nebo ... (ve dvojicich)

Podivame se na kazdy z testu podrobnéji.

Jednofaktorova ANOVA

Jednofaktorovy test Anova (angl. analysis of variance) je ur¢en pro testovani shody vice vybéra na zikladé urcitého
faktoru. Tento test pouzijeme za predpokladu:

e normality vSech vybéra,

e stejnych rozptylu vybéru.

Pokud data nespliuji jeden z téchto predpokladi, nemuzeme pouzit test Anova a musime zvolit jeho neparamet-
rickou alternativu (Kruskal-Wallistuv test). Vybéry nemusi byt parové.




Priiklad: Zajim4a nés, zda se lisi prumérny denni pocet kroku mezi ruznymi vékovymi kategoriemi — mladezi,
dospélymi a seniory. Data z fitness naramku, mobilnich telefonu a chytrych hodinek jsme si zapsali do tabulky:

vek mladez | dospéli | seniofi
osoba

1 7652 6114 3468
2 7483 11026 4579
3 9806 8941 4668
4 5854 10412 4030
5 6448 8693 2283
6 5835 11212 4914
7 4300 9895 3263
8 6624 6626 6242
9 7815 7714
10 9163

11 9344
12 9166

Reseni: Tady méme 3 neparové vybéry pocti krokt mladeze, dospélych a seniorti a jeden faktor — vék. Abychom
védeéli, zda muzeme pouzit test Anova, musime zaprvé ovérit predpoklad normality vSech tii vybéru. Pokud jsme
nezamitli nulovou hypotézu, ze data pochdzi z normalniho rozdéleni pro vSechny 3 vybéry, muzeme pokracovat dal.

Déle pro pouziti testu Anova je nezbytné ovérit predpoklad stejnych rozptylu vybéru. K tomu je uréen Bartlettuv test
(bartlett_test). Nulovd hypotéza Bartlettova testu tvrdi, Ze rozptyly vSech vybéru jsou stejné (toto tvrzeni se nikdy
neméni):

Hy: o0?=03=...=042 tj,vnasem ptipadé o0? =03 = 03.

Alternativni hypotéza fika: Hy : alespon jeden rozptyl se lisi, tj., nejsou stejné.

Tady je k pocet vybéru. Bartlettiv test je pouze pravostranny, ale smeér testu tady nevolime. Pouziva nésledujici
statistiku:

(N — k)In(S2) — S5 (n; — 1) In(s?)

= 1 1 k 1
+ 3(k—1) Zi:l n;—1  N—k

~ x%-rozdéleni, kde k — pocet vybért, n; — rozsah i-ho vybéru,

k k
1
N = Zni, Sﬁ =N Z(nl —1)s? je souhrnny rozptyl, s? — vybérovy rozptyl i-ho vybéru.
i=1 i=1

Pro nas piiklad se p-hodnota Bartlettova testu rovna 0.7259, coz znamend, Ze nezamitdme nulovou hypotézu o
shodé rozptylu vsech vybéru. Nage data spliuji nutné pfedpoklady (normalitu+rozptyly), tedy muzeme pouzit test
Anova. Pozor, pokud bychom zamitli Bartlettuv test i s ovéfenym pfedpokladem normality dat, nemuzeme pouZzit
Anova a musime zvolit jeho neparametrickou alternativu!

Pii testovani shody rozptyla je vhodné vykreslit krabicové diagramy vybéru, kde muzeme piipadné rozdily v datech

graficky znazornit:
—
10000 | E— :
8000 - : E R
6000 | E — — 1
|
oo —

2000 " " L d
mladez dospeli senior

Na obréazku vidime, ze se rozpéti vybéri moc nelisi.



Po ovéfeni nutnych predpokladi muzeme pouzit jednofaktorovy test Anova (anova_1). Nulova hypotéza rikd, ze
stfedni hodnoty vybéru jsou stejné (toto tvrzeni nikdy neménime):

Hy:pp = pg =...= pg, tj., pro nas pitklad py = o = us,

slovy: mlddez, dospéli a seniofi ujdou denné v prumeéru stejny pocet kroku, tj., vék (jeden faktor) nemd vliv na
pocet kroku.

Alternativni hypotéza tikd: H 4 : alespon jedna stfedni hodnota se lisi, tj., neujdou stejné mnozstvi kroku a vék mé vliv.

Anova je pouze pravostranny test, ale smér testu tady nevolime. Princip vypoctu statistiky je nasledujici. Ozna¢ime
vékové kategorie Vi, Va a Vi a spocteme priméry ze sloupcii pro kazdy vék Vi, Vo, V. Zprimérujeme tyto priméry
ze sloupct a dostaneme prumér prumeéru z celé tabulky

‘7:

T =

k
>
i=1
Déle spocteme rozptyl mezi sloupci, tj., mezi ruznymi vékovymi kategoriemi, ktery po algebraickych tpravéch je
k
s?w = Zni(Vi — V)Q, kde n; — rozsah i-ho vybéru.
=1

Tento rozptyl je tzv. vysvétleny rozptyl, protoze ho miizeme vysvétlit rozdilem primérit ze sloupcii V;. Déle spocteme
rozptyl dat z celé tabulky, ktery tady bude

k  ny
55 = Z Z(VN —Vi)?, kde Vj,; - pocet krokii j-té osoby i-ho vybéru.

i=1 j=1

Tento rozptyl je tzv. nevysvétleny — nemuzeme ho vysvétlit, protoze nevime, pro¢ se hodnoty ve vybérech lisi.
Statistika testu Anova je podil vysvétleného a nevysvétleného rozptylu:

2 -~ /
svetl tyl
F = Sy VYSVOLORY TOEDIYL Fisherovo rozdéleni.

s2, nevysvétleny rozptyl

Pro néas priklad p-hodnota=0.0000007, coz znamend, ze zamitame nulovou hypotézu, ze vék nema vliv na denni
pocet kroku.

Pokud jsme zamitli nulovou hypotézu Anova, znamen4 to, ze vSechny stiedni hodnoty nejsou stejné. To je vicevybérovy
test, tj., nemuzeme hned fict, kterd ze stfednich hodnot (vékovych kategorii) se lisila (zkuste to porovnat s
dvouvybérovym). K tomu, abychom zjistili, ktery vybér se lisil, nAm poslouzi testy post-analyzy, napiiklad Scheffého
test.

Scheffého test (scheffe_test) porovnava stfedni hodnoty vybéra ve dvojicich podobné jako t_test, ale jeho nulovéd
hypotéza se sklad4d z variant

Hy : g1 = po nebo g1 = pz nebo ... p; = pup nebo s = pg nebo . ...
Vysledkem pouziti Scheffého testu je tabulka, kde v horni ¢dsti nad hlavni diagondlou jednickami jsou oznaceny
dvojice, které davaly odlisné stiedni hodnoty. Pro nas priklad to je tabulka 3x3:
0 1 1
0 0 1
0 0 0

kde 1 znamenaji, ze se lisily stfedni hodnoty dvojic mladez — dospéli, mladez — senior a dospéli — senior, coz celkem
vysvétluje, pro¢ byla p-hodnota tak mala.




Kruskal-Wallisuv test

Kruskal-Wallisuv test (kruskal _test) je neparametrickd alternativa jednofaktorového testu Anova. To znamend, ze
ho pouzijeme v piipadé vice vybéru, pokud alespon jeden z vybéru nepochdzi z normalniho rozdéleni nebo pokud
nejsou rozptyly vybéru stejné. Vybéry nemusi byt parové.

Priklad: Zkoumdame vysledky jednotnych pfijimacich zkousek na viceletd gymnéazia z okresii A, B, C a D. Zajima
nas, zda se vysledky okresu lisi.

- okres A Blclp
uchazec

1 79 |89 | 73 | 91

2 77T 179 | 91 | 64

3 98 | 60 | 76 | 72

4 67 | 94 | 65 | 58

5 98 | 46 | 62 | 60

6 98 | 69 | 89 | 86

7 72 | 82 | 63 | 61

8 100 | 91 | 94 | 62

9 74 84

10 96

Reseni: Tady méme 4 neparové vybéry a jeden faktor — okres. Otestovali jsme data na normalitu a hned u
prvniho vybéru jsme museli zamitnout predpoklad normality. Dale uz nemusime testovat predpoklady — muzeme
pouzit pouze neparametricky Kruskal-Wallisuv test*.

Nulovéa hypotéza Kruskal-Wallisova testu zni: rozdéleni, ze kterych pochédzi vybéry, jsou stejnd, pripadné: jejich
medidny jsou stejné:

Hy : Xo,5(1) = Xo,5(2) =...= Xo,s(k)7 tj., pro nds priklad XO,B(A) = XO,S(B) = XO,B(C) = X(),S(D)z
slovné: vysledky pfijimacich zkousek jsou stejné, tj., nezdlezi, z jakého okresu je uchazec.
Alternativni hypotéza fika: Hy4 : vysledky alespon jednoho okresu se lisi, tj., okres ma vliv.
Test je pouze pravostranny. Pouziva statistiku s vyuzitim poradi:

e r;; — pofadi i-té hodnoty z j-ho vybéru,

k = =2
imy (T —T)
T=(N-1) ; — — N - s s (N
Z¢:12j:1(7"ij_7") ® _Zizlni7r_§( +1),

e kde k — pocet vybéru, n; — rozsah i-ho vybéru, e 7; — prumér pofadi v j-tém vybéru.

Pro nas piiklad ndm vysla p-hodnota=0.061, coz znamen4, ze velmi tésné nezamitdme nulovou hypotézu, ze okres
nema vliv na vysledky uchazece. Je nutné si ale poznamenat, ze kdybychom zamitli nulovou hypotézu, podobné
jako v pripadé Anova, muzeme vyuzit post-analyzy a zjistit, ze kterého okresu se vysledky lisily. Za timto tcelem
se doporucuje pouziti Bonferroniho testu, coz je alternativa Scheffého testu pro neparametrické vicevybérové testy.
Test je také zaloZen na zkoumdéni rozdilu ve dvojicich vybeéru (viz tabulka Jak zvolit test hypotéz).

*Kdybychom méli 2 neparové vybéry, jaky test by slo pouzit? 1503 ATLAOUIT AN -UTR]



Dvoufaktorova ANOVA

Dvoufaktorovy test Anova (anova_2) pati{ k parametrickym testim, ktery pouzijeme v piipadé, Ze mame tii a
vice vybéru a 2 faktory, v zavislosti na kterych posuzujeme shodu vybéru, a data pritom spliiuji nasledujici predpoklady:

e normalni rozdéleni dat v tadcich a ve sloupcich tabulky s daty,

e stejné rozptyly dat v radcich a ve sloupcich.

To znamena, ze predpoklady zustanou stejné, jako v pripadé anova_1, ale musime je splnit v obou smérech ta-
bulky s daty. Z toho duvodu by mély byt pocty dat stejné pro vSechny vybéry. Pokud data nespliiuji alespon
jeden z predpokladii, nemtuzeme pouzit dvoufaktorovy test Anova a musime zvolit jeho neparametrickou alterna-
tivu Friedmanuv test.

Priklad: Porovniavame piedpoklddanou vysi hypoteéni splatky u bank E, F, G na byt 2+kk od 12 zadatelt.
Zajima nds, zda na vysi splatky md vliv banka, kde pozdddme o hypotéku a také zadatel (posuzuje se troven
pifjmu, LTV, atd.). Data mdme v tabulce. Piedpokldddme normdlni rozdéleni hodnot jak ve sloupcich, tak i v
radcich.

banka
zadatel k F G
1 13063 | 11046 | 11018
2 13038 | 11046 | 11006
3 13049 | 11028 | 10964
4 12967 | 11038 | 11049
5 12980 | 10983 | 11002
6 12945 | 10931 | 10999
7 12943 | 11046 | 11037
8 13058 | 10962 | 11051
9 12944 | 10991 | 11000
10 13001 | 10994 | 11081
11 12997 | 11018 | 10983
12 13083 | 10895 | 11036

Reseni: Tady méme 3 vybéry se stejnym poctem dat a 2 faktory — banka a zadatel. Testujeme, zda mé banka
vliv na vysi splatky a zda ma zadatel vliv. Pfedpokladd se normalni rozdéleni dat v obou smérech tabulky, takze
nemusime testovat data na normalitu. Musime ale ovérit predpoklad stejnych rozptylu pomoci Bartlettova testu.
Vychdzi ndm p-hodnota ve sloupcich 0.3292 a p-hodnota v fadcich 1, tj., nezamitdme obé nulové hypotézy, ze
rozptyly ve sloupcich a v fadcich jsou stejné. MuZeme se presvédéit, ze rozptyly jsou shodné také graficky:
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Na obrézku vlevo vidime krabicové diagramy 3 bank, vpravo — 12 zadateli. V obou ptipadech je vidét, ze se
rozpéti moc nelisi. Dokazete tict, zda se 1isi stfedni hodnoty?



Data spliuji vSechny predpoklady pro dvoufaktorovy test Anova (anova_2), tedy ho muzeme pouzit. Dvoufaktorovd Anova
funguje tak, jako kdybychom provadéli dvakrat jednofaktorovy test Anova, ale zvlast ve sloupcich (pro banky) a v
fadcich (pro zadatele). Tim paddem, m4 test dvé nulové hypotézy — ve sloupcich a v fadcich:

Hy: pg = ur = pg, stfedni hodnoty jsou stejné, tj., banka nemd vliv na vysi splatky (ve sloupcich).

H, : alespon jedna stfedni hodnota se lisi, tj., alespon jedna banka ma vliv.
Hy:pg = pe =p3=...= p12, stfedni hodnoty jsou stejné, tj., zadatel nemd vliv na vysi splatky (v fadcich.)
H, : alespon jedna stfedni hodnota se lisi, tj., alespon jeden zadatel ma vliv.

Test pouziva dvé statistiky:

vysvétleny rozptyl vysvétleny rozptyl

F

sloupec-banka = obé ~ Fisherovo rozdéleni.

radek-zadatel —

nevysvétleny rozptyl’ nevysvétleny rozptyl’

Tim padem, mame dvé p-hodnoty — ve sloupcich a v fadcich:

p-hodnota, = 9.898D — 32, = 0.6725,

e “sloupec-banka M{«

adek-zadatel

coz znamena, ze zamitame nulovou hypotézu ve sloupcich, ze banka nemd vliv, a nezamitdme nulovou hypotézu
v tadcich, ze zadatel nema vliv. To bylo vidét i na krabicovych diagramech, ze se stfedni hodnoty bank lisily, ale
stfedni hodnoty vsech zadatelu byly shodné. Zavér: je jedno, jaky jsme zadatel, dulezité je, do jaké banky pujdeme:-)

Testy post-analyzy se pouzivaji podobné jako pro jednofaktorovy test Anova.

Poznamka: Déle existuje jesté tzv. dvoufaktorova Anova s opakovanim. Kdybychom ji pouzili na nas piiklad, zna-
menalo by to, ze jako faktory mame banku, zadatele, a kazdy zadatel si navic ptijde nékolikrat.

" ve sloupcich (v zdvislosti na bance),
— v fadcich (v zdvislosti na zadateli),
N\ nezdvislost fadku a sloupcu.

V tomto pfipadé testujeme shodu stfednich hodnot

Proto jsou k tomu tfi nulové hypotézy. Prvni dvé jsou totozné s dvoufaktorovym testem Anova. Tteti nulovd
hypotéza tvrdi, ze sloupce a fadky jsou nezavislé. Jako vysledek mame tedy tii p-hodnoty.

Friedmanuv test

Friedmanuv test (friedman_test) je neparametricky dvoufaktorovy test, ktery je urCen pro ordindlni data (tj.,
dokézeme data usporddat) a parové vybéry bez predpokladu normality. Specifika Friedmanova testu spo¢ivé v tom,
ze testuje shodu vybéru s ohledem na jeden faktor ze dvou, a vliv druhého faktoru se snazi eliminovat. Nezddouci
faktor je tvofen pomoci nezavislych blokt, tj., data v blocich nemaji vazbu na jiné bloky.

Piiklad: 12 ndhodné vybranych zdkazniki hodnot{ kvalitu 5 e-shoptt od 0 (nejhorsi) do 10 (nejlepsi). Ptdme se,
zda jsou hodnoceni e-shopu stejnd. Nepiedpokldaddme normalitu dat. Mame tabulku hodnocent:

e-shop
zékaznik e-shop A | e-shop B | e-shop C | e-shop D | e-shop E
7.2 1 P) ] 3 5
z.12




Reseni: Kazdy zdkaznik hodnoti kazdy e-shop (tj., médme parové vybéry) a je jinak piisny. Nemusime testovat
data na normalitu, coz znamend, Ze pouzijeme neparametricky test. Mdme tady 2 faktory — zdkaznik (hodnotitel) a
e-shop. Kazdy zdkaznik tvoii nezavisly blok hodnoceni, hodnoti tedy nezavisle na jinych zakaznicich. Potfebujeme
testovat shodu vybéru v zavislosti na e-shopu, ¢ili odpoviddme na otézku, zda e-shop ovliviiuje hodnoceni. Ale
délame to nezavisle na zdkaznikovi — to je ten faktor, ktery nas nezajim4.

Nulova hypotéza Friedmanova testu zni: rozdéleni, ze kterych pochéazi vybéry, jsou stejnda, pripadné: jejich mediany
jsou stejné: R ~ R R R
Hy : Xo504) = Xo,58) = Xo,5(0) = Xo,5(D) = Xo0,5(E)

slovné: vSechny e-shopy jsou hodnoceny stejné.

Alternativni hypotéza fika: Hy4 : alespon jeden e-shop je hodnocen jinak.

Statistika testu se poc¢itd podle nésledujiciho postupu. Hodnotu v kazdém fadku nahradime jejim potadim a secteme
poradi ve sloupcich:

akaznik e-shop e-shop A e-shop B e-shop C e-shop D e-shop E
z.1 7(4) 3(2) 5(3) 7(4) 2(1)
7.2 1(1) 2(2) 8(3) 8(3) 2(2)
Ri=4+1=5|Ro=2+2=4 | R3=3+3=6|Ry=4+3=7|Rs=1+2=3

Pomoci pofadi tento test odstrani subjektivni pfisnost zdkaznikti — tj., hodnoceni je nezavislé na zdakaznikovi.

Statistika je:

k

T=3nk+1) Z R; ~ x2-rozdéleni.

i=1

Testy post-analyzy se pouzivaji podobné jako pro Kruskal-Wallisuv test.




