Prednaska 9 — Testy nezavislosti

Doposud jsme testovali bud’ shodu parametru/medidnu jednoho vybéru s predpoklddanou hodnotou, shodu dvou
a vice vybéru, nebo rozdéleni hodnot vybéru. Touto predndskou zac¢indme nové téma a budeme si povidat o
testech nezavislosti. To znamend, ze budeme testovat, zda jsou dva vybéry nezavislé — presnéji receno, zda sou-
bory (pozorované veli¢iny), ze kterych vybéry pochdzi, jsou nezavislé.

Testy nezavislosti budeme rozliSovat podle toho, zda pozorované veli¢iny, na kterych jsme namétili vybéry, jsou
spojité, nebo diskrétni. V pripadé spojitych dat volime mezi parametrickymi testy s predpokladem normality a
neparametrickymi testy bez normality dat. V nésledujici tabulce jsou testy nezavislosti, které budeme pouzivat
(je také dostupnd na webu pod odkazem Jak zvolit test hypotéz). Pro vSechny tyto testy obecné jsou nulova a
alternativni hypotézy stejné:

Hy : veli¢iny jsou nezavislé,

Hy veliciny nejsou nezavislé.

Smér testu u testu nezavislosti nevolime. Probereme kazdy z testi podrobnéji.

’ Pro spojité veliciny ‘ Pro diskrétni veliciny
X test nezavislosti — chisquare_test_i
Parametrické Neparametrické Predpoklady: vechny ¢etnosti > 2,
w . Spearmantv test alespont 80% ¢etnosti > 5, kontingenéni tabulka
korela¢niho koeficientu spearman_test Hy: jsou nezévislé
pearson_test Predpoklady:
Ptedpoklady: N (u,0?), bez N(u,o?), Fisheruv exaktni test
pérové vybéry pérové vybéry Predpoklady: nominélni data
Hy: jsou nezavislé Hy: jsou nezavislé Hy: jsou nezavislé

Gamma koeficient

(Goodmanovo-Kruskalovo gamma)

Predpoklady: ordinalni data, kategorické rozdéleni
Hy: jsou nezavislé

Yule’s Q koeficient
Predpoklady: ordinalni data, alternativni rozdéleni
Hy: jsou nezavislé

Nejdiiv se podivame na testy nezavislosti pro spojité hodnoty vybéru.

Pearsonuv test korelaécniho koeficientu

Pearsonuv test korelaéniho koeficientu (pearson_test) pouzijeme v pripadé, Ze potfebujeme zjistit na hladiné
vyznamnosti «, zda jsou hodnoty dvou parovych spojitych vybéru s predpokladem normality dat nezdvislé.

O Pearsonové korelacnim koeficientu jsme uz mluvili v souvislosti s ndhodnymi vektory a regresni analyzou v
prednésce 4, kde nés zajimala mira korelace (zdvislosti) mezi ndhodnymi veli¢inami « a y. Tady pouzijeme vybérovy
korelaéni koeficient a budeme pracovat s dvéma parovymi vybéry X a Y, které jsme poftidili pii pozorovani téchto
nédhodnych veli¢in. Pearsonuv vybérovy korela¢ni koeficient 7, spoc¢itdme podobné jako souborovy (viz pro po-
rovnan{ prednédska 4 na webu) :

s 1 <« - _
rp=—=2—, kde sy = 1 (X; — X)(Y; = Y) — vybérovd kovariance, sisz — vybérové rozptyly,

2y =1



tj., rozdil je jenom v pouziti vybérové kovariance a vybérovych smérodatnych odchylek. Potad plati, ze korelacni
koeficient je definovan na intervalu od —1 do 1, kde hodnoty blizici se k —1 znamenaji nepiimou zavislost a hodnoty
blizko 1 ptimou zavislost:

e 0<r, <1 — pifma zavislost: X; 1 ¥; + mnebo X; |Y; |
e —1<r,<0 — nepifma zavislost: X; #Y; § mnebo X; | Y;

e pro nezavislé veli¢iny r, = 0 (neplati to obracené).

Jelikoz se pro nezavislé velic¢iny korela¢ni koeficient rovnd 0, zni nulovd hypotéza Pearsonova testu takto:

Hy:rp, =0, tj., veli¢iny jsou linedrné nezdvislé.
Alternativni hypotéza popird nulovou:
Hy:rp #0, tj., veli¢iny nejsou linedrné nezavislé.

Test pouziva statistiku

~ Studentovo rozdéleni.

Priklad Chystdme se kupovat byt. Zkoumédme 20 ndhodné vybranych nabidek prodeje bytu v Praze (zdroj srea-
lity.cz). V tabulce je uvedena rozloha v m? a cena bytu v Ké. Zajimé nés, zda je linedrn{ zavislost mezi rozlohou
bytu a jeho cenou.

rozloha, m?>  cena, K&
84 9 811 200
105 3 000 000
40 5990 000
57 5 420 000
127 11 000 000
80 8 000 000
32 3 150 000
46 4 876 000
33 3 450 000
93 8 754 000
34 4 249 929
53 5 400 000
87 9 240 250
47 5 988 050
81 9 296 600
60 5 280 000
62 6 894 250
68 7 566 600

Reseni: D4 se predpoklddat, ze é¢fm vétsi je byt, tim je drazsi, takze ocekdvame kladnou korelaci. Nicméné
zavislost mezi plochou a cenou bytu nemusi byt nutné linedrni — muze byt napf., polynomialni nebo exponencialni.
Proto otazka neni tak jednoznaéna. Zkusime vylou¢it moznost, ze rozloha bytu a cena jsou linedrné nezavislé pomoci
Pearsonova testu (pearson_test). Podle testu normality spliiuji oba parové vybéry piedpoklad normality, tedy ho
muzeme pouzit. Jak jsme se zminili, nulovad hypotéza Pearsonova testu zni:

Hy: rozloha bytu a cena jsou linedrné nezavislé,

alternativni hypotéza Hy4 : nejsou linedrné nezavislé.

P-hodnota se rovnd 0.0018 < 0.05, coz znamend, ze zamitdme nulovou hypotézu, ze rozloha bytu a cena jsou
linedrné nezavislé. To znamend, ze korela¢ni koeficient (correl) r, # 0, je roven 0.6824, tj., mezi veli¢Cinami je




vazba: ¢im vétsi je byt, tim je drazsi. Takova data jsou vhodné pro analyzu pomoci linedrni regrese, coz muzeme
ukézat na obrazku:
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proto tento test nezdvislosti vyuzijeme nejvice pii testovdn{ dat na vhodnost k linedrnf regresi (coz uvidime prist{

tyden). Pokud bychom nulovou hypotézu nezamitli, znamenalo by to, Ze data nejsou vhodnd k linedrni regresi,
protoze mohou byt linedrné nezavisla. Muze se ale projevit jiny typ zavislosti (polynomidlni, exponenciélni, atd.).

Spearmantuv test korelacniho koeficientu

Spearmanuv test korelaéniho koeficientu (spearman_test) pouzijeme v piipadé, Ze potfebujeme zjistit na hladiné
vyznamnosti «, zda jsou hodnoty dvou péarovych spojitych vybéru bez predpokladu normality dat nezdvislé. Je
neparametrickou alternativou Pearsonova testu. Spearmanuv test pouzivd tzv. Spearmanuv koeficient poradové
korelace, ktery se pocita na zakladé Pearsonova koeficientu, ale s vyuzitim potradi hodnot vybért misto dat:

ey
n(n? —1)’

re = kde d; jsou rozdily potadi z obou vybéru.

Podobné jako v predchozim piipadé, je Spearmanuv koeficient poradové korelace ry definovan na intervalu od —1
do 1, kde hodnoty blizici se k —1 znamenaji nepiimou zavislost a hodnoty blizko 1 pfimou zavislost. Pro nezavislé
veli¢iny ry = 0. Nulovd hypotéza Spearmanova testu proto zni:

Hy:rs =0, tj., veliciny jsou nezavislé.
Alternativni hypotéza popird nulovou:
Hy:rs #0, tj., veliéiny nejsou nezavislé.

Piiklad Zjistujeme, zda je zévislost mezi ¢asem stravenym u obrazovky mobilu a dennim poétem krokil. Zaznamy
mame v tabulce:

dennf pocet kroku | ¢as u obrazovky, [h]
8374.6163 4.07
9419.2094 0.57
4364.4742 4.53
4682.0057 4.18
9885.3437 0.54
5214.719 4.34
4119.8086 4.57
4446.0034 1.11
5337.3764 3.16
4384.4456 1.54




Reseni: Ovéifme piedpoklad normality vybért — v obou pifpadech zamitdme nulovou hypotézu o normalité. To
znamend, ze musime pouzit neparametricky test nezavislosti, a to je Spearmanuv test. P-hodnota je 0.03 < 0.05,
zamitdme tedy nulovou hypotézu Spearmanova testu, ze ¢as u obrazovky a denni pocet kroku jsou nezavislé. To
znamenad, ze data jsou vhodna k polynomialni nebo exponencidlni regresi.* Zkusime napf., polynomidlni regresi
2.7adu, coz vidime na obrazku:

s

w

N

Cas u obrazovky [h]

=

5 6 7 8 9
Denni pocet krokd [tisic]

Pro zajimavost muzeme zkusit i Pearsonuv test, kde p-hodnota je 0.1263, coz znamen4, Ze bychom nezamitli nulovou
hypotézu, ze data jsou linedrné nezavisla. Na obrazku je pravé vidét, ze linedrni zavislost by nebyla vhodna.

Testy nezavislosti pro diskrétni veliciny

Ted se podivdme na testy nezdvislosti pro diskrétni data.

Y? test nezavislosti
x? test nezavislosti pouzijeme v pifpadé, Ze potiebujeme otestovat nezavislost dvou diskrétnich ndhodnych velicin.
Podobné jako x? test dobré shody, se kterym jsme se seznamili pii testovani rozdéleni (prednaska 7), pouziva i

tento test stejnou statistiku
n
(0; - E;)?
T= )

kde O; — pozorované Cetnosti a E; — octekdvané ¢etnosti. Pro pouziti tohoto testu by mély vSechny cetnosti
naméfenych hodnot byt vétsi nez 2 a alesponi 80% cetnosti by mélo byt vétsi nez 5. Nulovd a alternativni hy-
potézy jsou:

Hy : veli¢iny jsou nezavislé,

Hy veli¢iny nejsou nezavislé.

K pouziti testu potiebujeme data ve tvaru kontingenc¢ni tabulky ¢etnosti obou veli¢in, nezavislost kterych testujeme
a pozorované a ocekdvané cetnosti O; a FE;.

Piiklad Ptali jsme se zakazniku ruznych vékovych kategorii, kde objednavaji potraviny béhem karantény. Mezi
zakazniky ve véku od 20 do 30 let preferovalo 56 e-shop Rohlik, 42 Kosik a 19 Tesco. Ve véku 31-45 let 46 zakazniku
volilo Rohlik, 17 Kosik a 37 vyuzivalo sluzeb rozvozu potravin Tesco. Z vékové kategorie od 46 do 70 let 25 zakaznika
by si objednalo potraviny v Rohliku, 36 v Kosiku a 44 v Tesco. Ha hladiné vyznamnosti 0.05 testujte tvrzeni, ze
vék a volba e-shopu jsou nezavislé.

*Pristi tyden uvidime, jak ovérit, ktery druh regrese vyhovuje lip naméfenym datam.



Reseni: Tady mame diskrétn{ veliciny vék, kterd miize nabyvat tif moznych hodnot {20-30 let, 31-45 let, 46-70 let}
a e-shop € {Rohlik, Kosfk, Tesco}. Pro x? test nezavislosti potfebujeme z naméienych dat vytvorit kontingenén{
tabulku, coz znamen4, ze zapiSeme data pro vSechny kombinace hodnot obou veli¢in do tabulky takto:

} e-shop | p hiik | Kostk | Tesco
vék
20-30 let 56 12 19
31-45 Iet 6 17 37
46-70 let 25 36 11

kontingenc¢ni tabulka=0
V naSem ptipadé to je kontingenc¢ni tabulka 3 x 3. Pfedstavuje pozorované Cetnosti O; — to jsou nase data obou
veli¢in vék a e-shop. Potfebujeme ale jesté E; — to jsou ¢etnosti ocekavané v piipadé nezavislosti velicin.

Uvédomime si, ze kdybychom tabulku vydélili poctem dat, dostaneme sdruzené rozdéleni, tj., pravdépodobnosti
kazdé kombinace hodnot veli¢in vék a e-shop (viz prednéska 4). Pripomenme si, ze pokud se sdruzené rozdéleni
rovna soucinu margindlnich rozdéleni, jsou nahodné veli¢iny nezavislé:

f(vek, e-shop) = f(vek) f(e-shop).

To znamend, zZe z nasich dat musime vyrobit takovou “nezavislou” tabulku a to budou oc¢ekavané ¢etnosti F;. Postup
je nasledujici:

1. Vydeélime ¢etnosti v kontingenéni tabulce poctem dat 332 — timto dostaneme sdruzené rozdéleni f(vék,e-shop):

) e-shop | p hik | Kostk | Tesco
vek
20-30 let 017 | 0.13 | 0.06
31-45 Iet 014 | 0.05 | 011
46-70 Tet 008 | 011 | 0.15

2. Spocitdme obé margindln{ rozdéleni f(vék) a f(e-shop)

o e-shop | p btk | Kostk | Tesco f(vek)
20-30 let 0.17 | 0.13 | 0.06 0.17+0.13+0.06=_0.36
46-70 let 0.08 | 0.11 | 0.15 0.08+0.11+0.15= 0.3
[ f(e-shop) [ 039 [ 029 [ 0.32 |

3. Déle vyndsobime vektory f(vék) a f(e-shop) — timto dostaneme nové sdruzené rozdéleni pro dvé nezdvislé
veliciny vék a e-shop:

) e-shop | pohlik | Kostk | Tesco
vék
F(vék) f(e-shop) =|  20-30 let 014 | 01 | 0.12
3145 Tet 012 | 0.09 | 0.09
46-70 let 013 | 01 | 0.11

Tak by vypadaly sdruzené pravdépodobnosti, kdyby veliciny vék a e-shop byly nezavislé.

4. Ted pravdépodobnosti vyndsobime zase poctem dat 332 a dostaneme zpatky cetnosti. Toto jsou cetnosti Ej;,
které bychom ocekavali v pfipadé nezavislych velicin vék a e-shop.

) e-shop | p ik | Kostk | Tesco ) e-shop | p ohlik | Kostk | Tesco
vék vék
20-30 let 014 | 01 | 012 [#332=[  20-30 let a7 33 10
31-45 let 012 | 0.09 | 0.09 31-45 let 40 30 30
16-70 Tet 013 | 01 | 0.11 46-70 Tet 13 33 37
sdruzené rozdéleni E



P-hodnota= 0.0000033 < 0.05, proto zamitdme nulovou hypotézu, ze vék zdkazniki a vybér e-shopu jsou nezavislé.

Fisheruv exaktni test

Fishertuv exaktni test pouzijeme v piipadé testovani nezavislosti dvou diskrétnich nahodnych veli¢in, které mo-
hou nabyvat pouze dvou moznych realizaci. To znamend, ze budeme pracovat s kontingencni tabulkou 2 x 2.f
Fishertiv exaktni test nevyzaduje podminky minimélnich éetnosti jako x? test nezévislosti. Na rozdil od néj fun-
guje pouze na zdkladé pozorovanych ¢etnosti. Nulovd a alternativni hypotézy jsou:

Hy : veli¢iny jsou nezavislé,
Hy veli¢iny nejsou nezavislé.
Test pouziva referencni pravdépodobnost, kterd se pocita Y Vv—1ly=29
nasledovné: X
X=1 b
a+c b =+ d X =2 c d
)= a b _ (a+b)! (a+c)! (c+d)! (b+d)!
n nlalblc!d! ’

a+b

kde a, b, ¢, d jsou ¢etnosti z kontingenéni tabulky.

Déle se dopocitavaji pravdépodobnosti pro viechny mozné kombinace ¢etnosti pii zachovani sou¢tt z margindlniho
tfadku a sloupce. P-hodnota je soucet vSech pravdépodobnosti, které jsou mensi nebo se rovna p*.

Piiklad Testujeme nezavislost mezi volbou opera¢niho systému na mobilnim telefonu a pohlavim. Data jsou v
tabulce:

operacni systém i0S | Android

muzi 19 26
zeny 31 22

pohlavi

Reseni: Mame dvé binarni diskrétni nahodné veliciny: operaéni systém € {iOS, Android} a pohlavi € {muzi,zeny}.
Otestujeme jejich nezavislost pomoci Fisherova exaktniho testu. Nulova a alternativni hypotézy jsou:

Hy: volba operacniho systému a pohlavi jsou nezavislé,

Hy veli¢iny nejsou nezavislé.

P-hodnota= 0.1555 > 0.05, proto nezamitame nulovou hypotézu o nezavislosti mobilniho opera¢niho systému a
pohlavi.

Dulezitd pozndmka: Vsimnéme si, ze doposud jsme pracovali s nomindlnimi diskrétnimi daty. Pfipomenme si, ze
nominalni jsou data, které nemuzeme usporddat. Napiiklad, nemuzeme uspoidadat hodnoty Rohlik, Kosik a Tesco
nebo iOS a Android, atd. V piipadé y? testu nezavislosti a Fisherova exaktniho testu mohou byt pouzita nominlni
data. Ted se podivédme na testy nezdvislosti, které jsou na rozdil od nich uréeny pro ordinalni data, tj., data, které
muzeme uspoiddat. Napiiklad, zndmka u zkousky € {A, B,C, D, E} je diskrétn{ ndhodnd veli¢ina s ordindlnimi
hodnotami. Muzeme fict, ze A je lepsi nez B, B je lepsi nez C, a E je nejhorsi.

TV posledni dobé se objevuji studie o rozsifeni testu pro vicepolni kontingenéni tabulky.



Gamma koeficient (Goodmanovo-Kruskalovo gamma)

Gamma koeficient neboli Goodmanovo-Kruskalovo gamma je uréen pro ordindlni data s kategorickym rozdélenim,
coz znamend, 7e kazdé z ndhodnych veli¢in miize nabyvat minimalné 3 moznych realizaci (viz piednaska 2).* Vyuziva
se jako mira asociace mezi veli¢inami x a y.

Pro vypocet Gamma koeficientu

kde N, je celkovy pocet dat s piimou zavislosti, Ny celkovy pocet dat s nepfimou zavislosti, potifebujeme kon-
tingenc¢ni tabulku usporadanych hodnot. Podobné jako korela¢ni koeficient,

€ (—1,1), kde
e 0 <vy<1 — ptima zavislost
e —1 <~ <0 — nepfima zavislost

e pro nezavislé veliciny v = 0.

Nulové hypotéza testu hypotéz s Gamma koeficientem zni takto:

Hy:v=0, tj., veliciny jsou nezavislé.
Alternativni hypotéza popird nulovou:

Hy:v#0 tj., veliciny nejsou nezavislé.

Ne+ Ny
T = _—.
7\/ n(l —~2)

Priklad Zajima nas, zda je vazba mezi vzdélanim a dobou uplynulou od vydani fidi¢ského prukazu. Mame data
v tabulce:

Test pouziva statistiku

doba od vydéni Fidicakn vzdeldnd bez maturity | s maturitou | VS
do 5 let 25 38 11

6-10 let 56 47 37

vice nez 10 let 53 46 54

Reseni: Mdame dvé diskrétni ndhodné veli¢iny: doba od vydani ridicaku € {do 5 let, 6-10 let, vic nez 10 let } a
vzdélani € {bez maturity, s maturitou, VS}. Pro pouziti Gamma koeficientu musi byt data v kontingenén{ tabulce

s

hodnoty veli¢in). Hodnoty na hlavni diagondle vyjadiuji piimou vazbu veli¢in (“vyssi vzdélani — déle vlastnime
Fidi¢dk”). Hodnoty na vedlejsi diagondle vyjadiuji opaény smér — neptimou vazbu.
Nejdiive spocitame N. — pocet vSech hodnot, které vyjadiuji piimou vazbu. Proto vynasobime kazdou hodnotu
pocinaje hornim levym polickem tabulky sou¢tem hodnot z nizsich fadka vpravo:

N, = 255 (47437 + 46+ 54) + 38 % (37 +54) + 11 %0+ 56 % (46 + 54) + 47+ 54+ 370+ 53+ 0+ 46 %0+ 5450 = 16196.

Ted spocitdme Ny pro vypocet hodnot vyjadiujicich nepiimou vazbu. Postup je obraceny, tj., za¢indme od horniho
pravého policka tabulky smérem vlevo dolu:

Ng=11%(56+47+534+46)+ 38 (56 +53) +25% 0+ 37 (53 +46) + 4753 +56 %0+ 54 %0+ 460+ 530 = 12518.

$Mézeme ho pouzit i pro spojité hodnoty.



Gamma koeficient je

_ N.—Ng 16196 — 12518 — 0.198
~ N.+ Ny 16196412518
coz znamend mirnou piimou zavislost. P-hodnota= 0.0592 > 0.05, takze jen velmi tésné nezamitdme nulovou

hypotézu, ze vzdélani a doba od vydani fidi¢ského prukazu jsou nezavislé.

v

Yule’s Q koeficient

Yule’s QQ koeficient je specidlni pfipad Gamma koeficientu pro binarn{ diskrétni ordinalni data, tj., pro kontingenéni
tabulku 2 x 2 s uspofddanymi hodnotami. Nulova a alternativni hypotézy a statistika jsou stejné jako v piipadé
Gamma koeficientu. Rozdil je jenom ve vypoctu Yule’'s Q koeficientu:

Y
Q:NC—Nd:ad—bc e Y=1|Y=2
N.+ N; ad+bc’ X —1 b
kde a, b, c,d jsou ¢etnosti z kontingen¢ni tabulky. X =2 C d

Piiklad Zjistujeme zdvislost mezi dobou uéenf a vysledkem u zkougky. Data mame v tabulce:

rospéch } v

doba ucenf . neprospél | prospel
madlo se ucil/a 13 5
hodneé se ucil/a 7 19

Reseni: Spocitame Yule’s Q koeficient:

_ Ne—Ng  ad—bc  13x19-T7%5

T N.+N; ad+bc 13%19+7%5

Q =0.752,

coz je pomérné vysoka piiméa zavislost mezi dobou uceni a prospéchem.

P-hodnota= 4.8866e — 07 < 0.05, takze zamitdme nulovou hypotézu, ze doba uceni a prospéch u zkousky jsou
nezavislé.



