Priklady z pravdépodobnosti

Piiklad 1

Je déno rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti

fx)=2—-2z, z€(0,1).
7 rozdéleni jsme generovali realizaci vybéru

[0.23, 0.48, 0.97, 0.33, 0.12]

Urcete a) stfedni hodnotu a rozptyl populace a b) sttedni hodnotu a rozptyl vybéru.
Poznédmka: Populace, soubor a ndhodna veli¢ina maji v tomto kontextu stejny vyznam.
Reseni

a) Populace

E[X}:/le(z—zx)dx:/ol(2x—2x2)da;: [ﬂ—iﬁ]l:;

D[X] :/Ol(g;— %)2(2—233)613:: %
b) Vyber
I= % (0.23 +0.48 + 0.97 + 0.33 + 0.12) = 0.426
5% = 5%1 (0.23 — 0.426)% + (0.48 — 0.426) - -- (0.12 — 0.426)2} =0.11
Priklad 2

Je ddna pravdépodobnostni funkce f ()

z |1 3 4 6 9
f@ |p 2p 01 03-p 0.2

Urcete stfedni hodnotu, rozptyl a modus rozdéleni.

Reseni

Nejprve je tfeba urcit konstantu p tak, aby uvedend tabulka skuteéné predstavovala pravdépodob-
nostni funkci. Tedy vSechny pravdépodobnosti jsou nezaporné a jejich soucet je jedna.



p+2p+014+03—-p+02=1

p=20.2

Tabulka nyni bude

z |1 3 4 6 9
f(@)[02 04 01 01 0.2

Potom
E[X]=1-02+3-04+4+4-01+6-01+9-02=4.2

DX]=(1-42)2-02+(3-42)*-04---(9—-4.2)*-0.2 =756

Modus je hodnota s nejvétsi pravdépodobnosti, tedy & = 3.

Priklad 3

Je dédna pravdépodobnostni funkce

Urcete stiedni hodnotu rozdélen.
Reseni
I kdyz predpis pro pravdépodobnostni funkci je dédn spojitou funkci, jedna se o diskrétni

nahodnou veli¢inu, protoze pocet hodnot z je koneény. Muzeme tedy pravdépodobnostni
funkei vyjadrit jako tabulku, ve které pravdépodobnosti dostaneme dosazenim do f ()

zx |1 2 3 4
f(@) ][04 03 02 0.1

Stredni hodnota je

E[X]=1-04+2-034+3-02+4-0.1=2



Priiklad 4

Pro rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 15) urcete 5% kvantil.
Resenf

Toto rovnomérné rozdéleni ma hustotu pravdépodobnosti

1
i we(0,15)
f @)= {O jinde '

Podle definice je 5% kvantil ¢ urcen vztahem

/Cf(x) dx = 0.05
0

a tedy plati

Priiklad 5

Dokazte, ze
E[X — FE[X]]=0.

Reseni

EX-FE[X]|=FE[X]-F[EX]]=E[X]-E[X]=0
nebo podrobnéji - E [X] oznacime jako u

[e.9] [e.9]

z%X—Emnz/ u—Eumfwaz/ (2 — ) f (x) do =

—00 —00

[ at@di-u [ s@do=u-n

—00

protoze ffooo f(z)de =1.



Priklad 6

Jsou dény dvé ndhodné veliciny X; a Xa se sdruzenou hustotou pravdépodobnosti
1
flxy,29) = 1—5(:131 +ax9+1) pro x1=0,1,2; 29=0,1
Urcéete stiedni hodnotu a kovarianéni matici.
Resen{

Marginalni hustoty:

flz1,22) |20 =0 xo=1] f(z1)
1 15 15 3
x9 =1 2 3 1
2 15 15 3
f($2) 5 5 1
Stredni hodnota:
1 1 7 19 4
FE = (0. -+1--4+2. — =" =1=
(z1) R I T T A
2 3 3
FE = 0-24+1-— ==
(x2) 571575
Rozptyl:
19 ,1 19 ,1 19 , 7 134
D = (00— 4(1- )2 +(2- 22t ==
(1) O=35) 5 T 035 3+~ 35)7 5 = 555
3.52 3.53 24
(z2) O=5r 5+ -5 5 =175
Kovariance:
19 3.1 19 3.2
cov(zr,ez) = (0= 2)0- )z +(0- )0 —¢)p +
19 3.2 19 3.3
1-)0-)=+(1-—2)1-2)—=
+ ( 15)( 5)15+( 15)( 5)15+
19 3.3 19 3.4 2
2- )0-S) 42— )(1-)—=-=
+ ( 15)( 5)15+( 15)( 5)15 75
Kovarianéni matice:
1342
225 75
o[ # ]
75 125




Priklad 7

Jsou dény dvé ndhodné veliciny X; a Xa se sdruzenou hustotou pravdépodobnosti

—I1—T
flxi,x9) =€ 7% pro x1,x2 € (0,00)
Urcete stredni hodnotu a kovarianéni matici.
Reseni

Marginalni hustoty:

o
flz1) = / e 1Ty = e Mt [—6_132]80 —e ¥l
0

flze) = e

Stredni hodnota:

< u =1 u =1 3,700 >
E(:El) = /0 xie xldiUl = V=T g e = [—Jj‘le 11]0 +/O e -Tldxl =
— o
= [—e a:1]0 =1
E(.’Eg) =1

oo o0 o0 o0
D(z;) = /0 (z1 — 1)267‘701(11’1 :/0 x%e*xldml — 2/0 z1e “ldxy —i—/o e "dx =
o0 2
= / zle dr) — 1 =
0

u =y u =214
0o oo
= [—x%e*‘“]o + 2/ zie fldry —1=1
0

V=" p=—e

D(.%'Q) =1

Kovariance:
o0 oo
cov(xy,2) = / / (1 — 1)(z2 — e ™" "2dxdxg =
0o Jo
o

= / (1 — 1)e_x1d331/ (xg — 1)e *2dxe =
0 0

00 00 2
= (/ ze Tdx —/ e_xdx> =0
0 0

1 0
0 1

Kovarian¢ni matice:




Priklad 8

Je dano rozdéleni fx (x) = N (0, 1). Urcete hustotu pravdépodobnosti fy (y) ndhodné veli¢iny
Y kterd je transformaci ndhodné veli¢iny X podle funkce y = /||
Resen{

Inverzni funkce k transformacni je 32 = |z| a tedy

y2 x>0
xTr =
-2 x<0

Jeji derivace

der |2y x>0
dy -2y x<0

Pouzijeme obecny vzorec pro transformaci,
dx
= €T —_—
fy ()= fx( )|dy

ktery ovSem plati jen pro monoténni transformaéni funkci. Nase funkce je rostouci pro > 0
a klesajici pro x < 0 . Musime proto tlohu rozdélit na dvé ¢asti:

a) x>0
fr () = fx (%) 129 = 2yfx (v°)
b) z <0
fy ) = fx (=v) | — 29| =2y fx (—v°)
Pro normalni rozdéleni fx (z) = \/% exp {—%aﬁ} nakonec dostdvdme jediny predpis

fy (y) = j%eXp{—;y‘l}, r€R



