
P°íklad 1 (Náhodná veli£ina)

Uvaºujeme experiment: házení mincí. Výsledkem pokusu je �rub� nebo �líc�, ºe padne hrana
neuvaºujeme. Pokud hovo°íme o náhodné veli£in¥, musíme p°epsat výsledky pokusu do mnoºiny
reálných £ísel. Strany mince tedy ozna£íme 0 a 1 a hledáme jejich pravd¥podobnosti f (0) = p0
a f (1) = p1

1.

Náhodná veli£ina je �hod férovou korunou� s pravd¥podobnostní funkcí

x 0 1
f (x) 0.5 0.5

Hody mincí simulujeme ve Scilabu p°íkazem x=�x(rand(1,nd,'u)+.5)2; který de�nuje férovou
minci se stejnými pravd¥podobnostmi obou stran (rozmyslete). Tento p°íkaz je tedy generátor
s danou pravd¥podobnostní funkcí.

Datová mnoºina se li²í podle po£tu hod· (i p°i stejném po£tu hod· mohou a nemusí vycházet
jiné výsledky). Nap°íklad:

• s 10 daty (provedli jsme 10 hod·) je

x = {0. 1. 0. 1. 1. 0. 1. 1. 0. 1. }

a histogram je

• se 100 daty máme

x = {0. 0. 1. 1. 1. 0. 0. 0. 1. 0. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 1.

1. 1. 0. 1. 1. 1. 0. 0. 1. 0. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 0. 1. 0. 1. 0. 1. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 0. 1. 0. 0. 0. 1.

1. 1. 0. 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1. 0. 1. 0. 1. 1. 0. 0. 1. 0. 1. 1. 1. 0. 1. 1. 0. 1. 0. 0. 1. 1. 0. 1. }

a histogram
1p0 je tedy pravd¥podobnost, ºe padne rub a p1 je pravd¥podobnost, ºe padne líc.
2funkce �x znamená zaokrouhli, funkce rand(....,'u') generuje hodnoty z intervalu <0,1)
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• s 10 000 daty dostaneme mraky £ísel, u kterých nemá smysl jejich výpis. Lze je uvést ve
t°íd¥ném tvaru (který jiº smysl má - je pochopitelný)

x 0 1
£etnosti 4970 5030

s histogramem

Záv¥ry

1. P°edpis, generující hody je náhodná veli£ina. Jeho základní vlastností je

(a) generuje dv¥ hodnoty 0 a 1

(b) ob¥ hodnoty mají stejnou pravd¥podobnost 0.5.

2. Pravd¥podobnostní funkce náhodné veli£iny je
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x 0 1
f (x) 0.5 0.5

3. Data, generovaná náhodnou veli£inou sice ukazují na to, ºe by pravd¥podobnosti mohly
být stejné, ale nep°esn¥.

4. �ím více dat nam¥°íme, tím jsou odhady pravd¥podobností lep²í.

P°íklad 2 (Náhodná veli£ina)

Uvaºujme p°edchozí p°íklad s hoden mincí. Ukáºeme si rozdíl mezi výpo£tem pro charakteristiku
náhodné veli£iny a charakteristiku pro 10 generovaných hod· mincí.

• Charakteristiky náhodné veli£iny

st°ední hodnota
E [X] = 0 · 0.5 + 1 · 0.5 = 0.5

rozptyl
D [X] = (0− 0.5)

2
0.5 + (1− 0.5)

2
0.5 = 0.25

medián
x̃ = 0.5

(prost°edek je mezi 0 a 1 - bere se pr·m¥r)

• Charakteristiky datové mnoºiny {0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1}3

pr·m¥r

x̄ =
1

10
(0 + 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1) =

3

5

rozptyl

σ2 =
1

10

[(
0− 3

5

)2

+

(
1− 3

5

)2

+

(
0− 3

5

)2

+

(
1− 3

5

)2

+

(
1− 3

5

)2

+

+

(
0− 3

5

)2

+

(
1− 3

5

)2

+

(
1− 3

5

)2

+

(
0− 3

5

)2

+

(
1− 3

5

)2
]

= 0.24

medián

uspo°ádaná data jsou

0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1

a prost°edek je vyzna£en mezerou. Jsou tam dva prost°ední a jejich pr·m¥r je 1. Tedy je

x̃ = 1

3Tady by byl p°ehledn¥j²í a rychlej²í postup, kdy si data nejd°íve ut°ídíme. Ale pro tento ilustra£ní p°ípad
budeme uvaºovat klasický zápis.
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Pozn.

1. Pokud po£ítáme charakteristiku náhodné veli£iny nelze pracovat jen s datovou mnoºinou,
a zji²t¥né výsledky ozna£it za výsledky celé náhodné veli£iny.

2. Zkuste si ut°ídit data a spo£ítat charakteristiky datové mnoºiny pomocí metody výpo£tu
p°es t°íd¥ná data. P°eve¤te £etnosti u t°íd¥ných dat na pravd¥podobnosti a spo£t¥te. Co
je nejrychlej²í?

P°íklad 3 (Náhodný vektor)

Máme 2 náhodné veli£iny X s hodnotami 1,2 a Y s hodnotami 1,2,34. Sdruºená pravd¥podob-
nostní funkce je dána tabulkou5

X \Y 1 2 3
1 0.1 0.08 0.2
2 0.05 0.07 0.5

Ur£ete st°ení hodnotu a rozptyl a kovarianci.

Nejprve bude pot°eba ur£it marginály. To je znázorn¥no v následující tabulce6

X \Y 1 2 3 f (x)
1 0.1 0.08 0.2 0.38
2 0.05 0.07 0.5 0.62

f (y) 0.15 0.15 0.7

St°ední hodnoty7

E [X] =
∑
x

xf (x) = 1.62 E [Y ] =
∑
y

yf (y) = 1 · 0.15 + 2 · 0.15 + 3 · 0.7 = 2.55

Rozptyly

D [X] = (1− 1.62)
2 · 0.38 + (2− 1.62)

2 · 0.62 = 0.85393

D [Y ] podobn¥

Kovariance8

C [X,Y ] =
∑
x=1,2

∑
y=1,2,3

(x− EX) (y − EY ) · f (x, y) =

= (1− 1.62) (1− 2.55) · 0.1 + (1− 1.62) (2− 2.55) · 0.08 + (1− 1.62) (3− 2.55) · 0.2+

+ (2− 1.62) (1− 2.55) · 0.05 + (2− 1.62) (2− 2.55) · 0.15 + (2− 1.62) (3− 2.55) · 0.7 = 0.12648

4Pro lep²í p°edstavu si p°edstavte, ºe náhodná veli£ina X je dopravní prost°edek (1 - motocykl, 2 - automobil)
a Y je obuv (1 - teniska, 2 - sandále, 3 - kotní£ková obuv).

5Pravd¥podobnost, ºe pojedete na motorce a vezmete si sandále je 0.08, prp. ºe pojedete v automobilu v
kotní£kové obuvi je 0.5.

6Pokud se na to podíváte z pohledu vý²e de�nované úlohy, tak f (x) je pravd¥podobnost, ºe pojedu na
motocyklu, resp. automobil. f (y) je pak pravd¥podobnost výb¥ru ur£itého druhu obuvi.

7Pozor, jsou dv¥ pro kaºdnou náhodnou veli£inu zvlá²´. Stejn¥ je to i u rozptyl·.
8Po£ítáme vliv X na Y , proto je kovariance jen jedna.
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Pozn.

1. Zkuste zjistit, co vznikne, pokud budu chtít spo£ítat C [X,X].

2. Pozor, kovariance m·ºe být i záporná.

P°íklad 4 (náhodný vektor)

Dejme tomu, ºe jsme na základ¥ sdruºené pravd¥podobnosti v p°íkladu 3 generovali data

x 1 2 1 2 1 2 2 2 1 1 2 1 1 1 2
y 1 3 2 3 1 2 1 3 1 3 3 2 3 3 3

Máme ur£it pr·m¥r, rozptyl a kovarianci.

Pr·m¥r
x̄ =

1

15
(1 + 2 + 1 + 2 + · · ·) = 1.4666

ȳ =
1

15
(1 + 3 + 2 + 3 + · · ·) = 2.2666

Rozptyl

s2x =
1

15

(
(1− 1.46)

2
+ (2− 1.46)

2
+ (1− 1.46)

2
+ · · ·

)
= 0.2666

s2y =
1

15

(
(1− 2.26)

2
+ (3− 2.26)

2
+ (2− 2.26)

2
+ · · ·

)
= 0.7809

Kovariance

C [X,Y ] =
1

15
[(1− 1.46) (1− 2.26) + (2− 1.46) (3− 2.26) + (1− 1.46) (2− 2.26) + · · ·] = 0.1422

P°íklad 5 (náhodný vektor)

Je dán náhodný vektor [X,Y ]
′ s hodnotami x ∈ {1, 2, 3}, y ∈ {1, 2, 3, 4} a sdruºenou pravd¥po-

dobnostní funkcí9

X\Y 1 2 3 4
1 0.1 0.05 0.02 0.2
2 0.08 0.1 0.05 0.2
3 0.01 0.03 0.06 0.1

Ur£ete podmín¥nou pravd¥podobnostní funkci f (x|y) a f (y|x) .10

• Nejprve ur£íme marginály f (x) a f (y)

9K p°edchozímu p°íkladu o botách a dopravních prost°edcích nám p°ibude jeden dopravní prost°edek (nap°í-
klad 3 - kolo) a jedna obuv (4 - panto�e).

10Neboli s jakou pravd¥podobností pojedu autem, na kole..., kdyº vím, ºe jsem si vzala sandále f (x|y), p°ípadn¥
s jakou pravd¥podobností si vezmu sandále, tenisky...., kdyº vím, ºe jsem jela autem f (y|x). V²imn¥te si, ºe se
jedná o dva r·zné problémy.
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X\Y 1 2 3 4 f (x)
1 0.1 0.05 0.02 0.2 0.37

2 0.08 0.1 0.05 0.2 0.42

3 0.01 0.03 0.06 0.1 0.2

f (y) 0.19 0.18 0.13 0.5

• Dále ur£íme f (x|y) pro v²echny moºné podmínky y:

první sloupec bude první sloupec sdruºené d¥lený sou£tem prvního sloupce (1. hodnotou
marginály pro y - viz de�nice)

druhý sloupec podmín¥né bude druhý sloupec sdruºené d¥lený jeho sou£tem (p°íslu²nou
marginálou)

atd.

f (x|y) 1 2 3 4
1 0.526 0.278 0.154 0.4
2 0.421 0.556 0.385 0.4
3 0.053 0.167 0.462 0.2

Pozn. V²imn¥te si, ºe sou£ty ve sloupcích dají vºdy 1. Kdyº je pevn¥ zvolena hodnota y,
vy£erpávají hodnoty x = 1, 2, 3 v²echny moºnosti11.

• Nakonec budeme konstruovat f (y|x)

Tentokrát budeme brát °ádky a normovat na jedni£ku, tj. d¥lit sou£tem °ádk· (v tabulce
bude stále x svisle a y vodorovn¥)

f (y|x) 1 2 3 4
1 0.27 0.135 0.054 0.541
2 0.186 0.233 0.116 0.465
3 0.05 0.15 0.3 0.5

Pozn. Tady zase budou sou£ty v °ádcích rovny jedné.

Pozn.

1. Je d·leºité se uv¥domit rozdíl mezi f (x|y) a f (y|x) .

2. Nezapomínejte na de�nici pravd¥podobnosti p°i kontrole výpo£tu!

11Pokud vím, ºe mám nap°íklad tenisky, tak si mohu vybírat pouze ze 3 dopravních prost°edk·, dle de�nice
pravd¥podobnosti musí být sou£et, prp. ºe pojedu autem, na motocyklu £i kole práv¥ 1
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