
Význam hustoty pravd¥podobnosti (hp)

Implicitní de�nice hp je

F (x) =

ˆ x

−∞
f (t) dt

tj. pokud existuje taková nezáporná funkce f (x) , pro kterou platí
´∞
−∞ f (x) dx = 1 a která

spl¬uje p°edchozí vztah, pak je to hp náhodné veli£iny s distribu£ní funkcí F (x) . Protoºe zárove¬
(podle de�nice) platí F (x) = P (X ≤ x) dostaneme

P (X ≤ x) =

ˆ x

−∞
f (t) dt,

a dále

P (X ∈ (a, b)) =

ˆ b

−∞
f (t) dt−

ˆ a

−∞
f (t) dt =

ˆ b

a

f (t) dt,

tedy, pravd¥podobnost, ºe realizace náhodné veli£iny padne do intervalu (a, b) je rovna plo²e
pod hp na tomto intervalu.

Jestliºe nyní budeme uvaºovat n¥jaký elementární interval (a, b) = ∆ - vºdy stejn¥ dlouhý, pak
m·ºeme °íci, ºe pravd¥podobnost tohoto intervalu je úm¥rná hodnot¥ hustoty pravd¥podobnosti
v tomto míst¥ (interval ∆ uvaºujeme tak malý, ºe hp m·ºeme na n¥m povaºovat za konstantní).

A to je p°ímá paralela s pravd¥podobnostní funkcí - kaºdá hodnota má svou pravd¥podob-
nost a ta je dána hodnotou pravd¥podobnostní funkce. Tady kaºdý bod (reprezentovaný svým
intervalem ∆) má také svou pravd¥podobnost a ta je úm¥rná hodnot¥ hp

P°íklad 1

Ur£ete charakteristiky rozd¥lení s hp

f (x) = 0.5x, pro x ∈ (0, 2) , jinak 0

Zjevn¥ f (x) ≥ 0 na intervalu (0, 2) a
´ 2
0
f (x) dx = 1 - zadání je tedy správné.

St°ední hodnota

E [X] =

ˆ 2

0

xf (x) dx =

ˆ 2

0

x · 0.5xdx =

ˆ 2

0

0.5x2dx =

[
1

6
x3

]2
0

=
4

3

Rozptyl

D [X] =

ˆ 2

0

(
x− 4

3

)2

0.5x dx =
2

9

Medián x̃ ˆ x̃

0

0.5x dx = 0.5

po integraci
1

4

[
x2
]x̃
0

= 0.5

1



x̃2 = 2

x̃ =
√

2

Coº odpovídá i geometrické p°edstav¥: plocha pod hp je trojúhelník a my ho chceme svislou
£árou rozd¥lit na dva kusy se stejnými plochami. �ára tedy musí být n¥kde za jedni£kou.

Pozn. V tomto jednoduchém p°íklad¥ jsme se dobrali výsledku. Jde ale o °e²ení implicitního
vztahu, a to v¥t²inou nelze analyticky provést. Proto je t°eba pouºít °e²ení numerické.

P°íklad 2

Je dána hp
f (x) = 1− |x− 2|

pro x ∈ (1, 3) a jinak 0. Ur£ete distribu£ní funkci.

V grafu je tato hp �st°í²ka�, pov¥²ená nad hodnotou 2. Je to tedy funkce po £ástech analytická,
které m·ºeme zapsat takto

f (x) =


0 pro x < 1

x− 1 pro x ∈ (1, 2)

3− x pro x ∈ (2, 3)

0 pro x > 3

Distribu£ní funkce je dána integrálem

F (x) =

ˆ x

−∞
f (t) dt

a my musíme integrovat po £ástech na jednotlivých intervalech.

Na x < 1 je f (x) = 0 a tedy F (x) = 0

Na x ∈ (1, 2) je

F (x) =

ˆ x

−∞
f (t) dt =

ˆ 1

−∞
f (t) dt +

ˆ x

1

f (t) dt =

= 0 +

ˆ x

1

(t− 1) dt =

[
1

2
f2 − t

]x
1

=
1

2
x2 − x− 1

2
+ 1 =

1

2
x2 − x +

1

2

Na x ∈ (2, 3) máme: do 1 je to 0, do 2 je to F (x = 2) = 1
2 (dosazeno do p°edchozího vztahu) a

tedy

F (x) = 0 +
1

2
+

ˆ x

2

(3− t) dt =
1

2
+

[
3t− 1

2
t2
]x
2

=

=
1

2
+ 3x− 1

2
x2 − 6 + 2 = −1

2
x2 + 3x− 7

2

Kontrola - v x = 3 distribu£ní funkce kon£í, a tedy tam musí být F (3) = 1 - coº je.

Na x > 3 je zase f (x) = 0 a tedy
F (x) = 1.
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P°íklad 3

Je dán náhodný vektor [X,Y ]
′ se sdruºenou hp

f (x) = 2x2 − 4xy + 4y2

pro x, y ∈ (0, 1) . Ur£ete marginály, podmín¥né hp a kovarianci.

Marginály

f (x) =

ˆ ∞
−∞

f (x, y) dy =

ˆ ∞
−∞

(
2x2 − 4xy + 4y2

)
dy = 2x2 − 2x +

4

3

f (y) =

ˆ ∞
−∞

(
2x2 − 4xy + 4y2

)
dx = 4y2 − 2y +

2

3

Podmín¥né hp

f (x|y) =
f (x, y)

f (y)
, f (y|x) =

f (x, y)

f (x)

f (x|y) =
2x2 − 4xy + 4y2

4y2 − 2y + 2
3

, f (y|x) =
2x2 − 2x + 4

3

2x2 − 4xy + 4y2

Kovariance

Nejprve musíme spo£ítat st°ední hodnoty. pomocí marginál

E [X] =

ˆ ∞
−∞

x

(
2x2 − 2x +

4

3

)
dx =

1

2

E [Y ] =

ˆ ∞
−∞

y

(
4y2 − 2y +

2

3

)
dx =

2

3

C [X,Y ] =

ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
−∞

(x− EX) (y − EY ) f (x, y) dxdy =

=

ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
−∞

(
x− 1

2

)(
y − 2

3

)(
2x2 − 4xy + 4y2

)
dxdy = − 1
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