
Přednáška 4 – Náhodné vektory a regresńı analýza
Náhodný vektor [x , y ] – sdružené rozděleńı

f (x , y)︸ ︷︷ ︸
sdružené

= f (x |y)︸ ︷︷ ︸
podḿıněné

· f (y)︸︷︷︸
marginálńı

=

totéž obráceně︷ ︸︸ ︷
f (y |x)f (x)

• x , y – spojité nebo
diskrétńı
• náhodný vektor –
vektor N.V. x , y
• vztah mezi x , y

• Sdružené rozděleńı f (x , y) popisuje obě veličiny x a y najednou
• Podḿıněné rozděleńı f (x |y) – chováńı veličiny x za podḿınky
znalosti y
•Marginálńı rozděleńı f (y) – informace pouze o veličině y

Výpočet podḿıněných rozděleńı

f (x |y)︸ ︷︷ ︸
podḿıněné

=

sdružené︷ ︸︸ ︷
f (x , y)

f (y)︸︷︷︸
marginálńı

f (y |x)︸ ︷︷ ︸
podḿıněné

=

sdružené︷ ︸︸ ︷
f (x , y)

f (x)︸︷︷︸
marginálńı



Př́ıklad pro diskrétńı náhodné veličiny x , y

Křižovatka

x ∈ { = 1, = 2}
y ∈ { =1, =2, =3}

Data:

200 250 100

110 150 190

Sdružené f (x , y),
∑n,m

i ,j pij = 1

x
y

0.2 0.25 0.1

0.11 0.15 0.19

⇒

Marginálńı f (x),
∑n

i=1 pi = 1

f (x)

0.2+0.25+0.1=0.55

0.11+0.15+0.19=0.45

⇓

Marginálńı f (y),
∑m

j=1 pj = 1

f (y) 0.2+0.11=0.31 0.4 0.29

f (auto|odbočeńı)?
f (odbočeńı|auto)?



Výpočet podḿıněných rozděleńı

f (y |x) = f (x ,y)
f (x) =

x
y

0.2 0.25 0.1

0.11 0.15 0.19

:

f (x)

0.55

0.45

=

=

f (odbočeńı|auto)
0.2
0.55 = 0.36 0.25

0.55 = 0.46 0.18

0.11
0.45 = 0.25 0.15

0.45 = 0.33 0.42

⇒ 1

⇒ 1

f (x |y) = f (x ,y)
f (y) =

=

f (auto|odbočeńı)
0.2
0.31 = 0.65 0.25

0.4 = 0.62 0.34

0.11
0.31 = 0.35 0.15

0.4 = 0.38 0.66

⇓ ⇓ ⇓
1 1 1



Př́ıklad pro spojité náhodné veličiny

Sdružená hp: f (x , y) = 6x2y , pro x , y ∈ (0, 1) ,

Marginálńı hp: f (x) =

∫ 1

0
f (x , y)dy =

∫ 1

0
6x2ydy =

[
6x2

y2

2

]1
0

= 3x2

Marginálńı hp: f (y) =

∫ 1

0
f (x , y)dx =

∫ 1

0
6x2ydx =

[
6
x3

3
y

]1
0

= 2y

Podḿıněná hp: f (x |y) = f (x , y)

f (y)
=

6x2y

2y
= 3x2

Podḿıněná hp: f (y |x) = f (x , y)

f (x)
=

6x2y

3x2
= 2y

Pokud f (x , y) = f (x)f (y), veličiny jsou nezávislé

f (x)f (y) = 3x22y = 6x2y = f (x , y)

Porovnejte: f (x, y) = f (y|�x)f (x) = f (y)f (x)



Kovariance
– charakteristika dvou náhodných veličin x a y , která vypov́ıdá o
jej́ıch vazbě

Kovariance diskrétńıch náhodných veličin

C [x , y ] =
∑
i

∑
j

(xi − E [x ])(yj − E [y ])f (xi , yj)

Kovariance spojitých náhodných veličin

C [x , y ] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x − E [x ])(y − E [y ])f (x , y) dx dy

Př́ımá závislost veličin
C [x , y ] > 0

Nep̌ŕımá závislost veličin
C [x , y ] < 0

Nezávislé veličiny
C [x , y ] = 0

Kovariančńı matice

cov [x , y ] =

[
D[x ] C [x , y ]
C [x , y ] D[y ]

]



Korelace – ḿıra vztahu mezi dvěma veličinami (śıla a směr)

• Korelačńı koeficient

Pearsonův korelačńı koeficient

ρp =
C [x , y ]

σxσy
lineárńı závislost, normálńı data

Spearmanův koeficient pǒradové korelace

ρs = 1−
6
∑n

i=1 d
2
i

n(n2 − 1)
, di − rozd́ıl pǒrad́ı

lineárńı/nelineárńı závislost, data bez normality

• ρ ∈ (−1, 1)
• 0 < ρ ≤ 1 – p̌ŕımá závislost (pozitivńı korelace)
• −1 ≤ ρ < 0 – nep̌ŕımá závislost (negativńı korelace)
• pro nekorelované veličiny ρ = 0

Poznámka

Korelace ̸= kauzalita – muśı existovat kauzálńı vztah



Př́ıklad:

x – prodej zmrzliny, y – kriminalita
ρxy > 0 nebo rs > 0

vliv – vyš̌śı letńı teploty, p̌ŕıliv turist̊u

pečlivý výběr veličin

zdroj: wikipedia



Regresńı analýza – popis vztahu mezi korelovanými x a y
Lineárńı regrese – metoda proložeńı namě̌rených hodnot p̌ŕımkou

y = b0 + b1x , b0, b1 – regresńı koeficienty

Př́ıklad: y – spoťreba paliva, x – poloha plynového pedálu

p̌ŕımka neprocháźı všemi body – odchylky (rezidua) e

minimálńı odchylky

optimálńı regresńı p̌ŕımka – metoda nejmenš́ıch čtverc̊u



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u – b0, b1
Pro data [xi , yi ]

N
i=1

Odhad regresńıch koeficient̊u

b̂1 =

∑N
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑N

i=1(xi − x̄)2
, b̂0 = ȳ−b̂1x̄

• ei = yi − b0 − b1xi
•
∑N

i=1 e
2
i → min

Předpověd’ (predikce)

ŷi = b̂0 + b̂1xi
ŷi – hodnoty na p̌ŕımce

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v maticovém tvaru
y1
y2
. . .
yN


︸ ︷︷ ︸

Y

=


1 x1
1 x2
. . . . . .
1 xN


︸ ︷︷ ︸

X

[
b0
b1

]
︸ ︷︷ ︸

b

+


e1
e2
. . .
eN


︸ ︷︷ ︸

E

, Y = Xb + E

Odhad koeficient̊u:

[
b̂0
b̂1

]
︸ ︷︷ ︸

b̂

= (X ′X )−1X ′Y



V́ıcenásobná lineárńı regrese – v́ıce nezávislých veličin x

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3 + . . .+ bnxn
x1, x2, . . . , xn – vzájemně nezávislé

Př́ıklad:

x1 – poloha
plynového
pedálu

x2 – rychlost
x3 – sklon vozovky
y – spoťreba

paliva

Odhad regresńıch koeficient̊u – maticový tvar


y1
y2
. . .
yN


︸ ︷︷ ︸

Y

=


1 x1;1 x2;1 x3;1
1 x1;2 x2;2 x3;2
. . . . . . . . . . . .
1 x1;N x2;N x3;N


︸ ︷︷ ︸

X


b0
b1
b2
b3


︸ ︷︷ ︸

b

+


e1
e2
. . .
eN


︸ ︷︷ ︸

E

Predikce

Ŷ = Xb̂



Nelineárńı regresńı metody – polynomiálńı regrese
Polynomiálńı regrese – proložeńı dat ǩrivkou

y = b0 + b1x + b2x
2 + b3x

3 + . . .+ bnx
n

Odhad regresńıch koeficient̊u – maticový tvar


y1
y2
. . .
yN


︸ ︷︷ ︸

Y

=


1 x1 x21 x31
1 x2 x22 x32
. . . . . . . . . . . .
1 xN x2N x3N


︸ ︷︷ ︸

X


b0
b1
b2
b3


︸ ︷︷ ︸

b

+


e1
e2
. . .
eN


︸ ︷︷ ︸

E

Predikce

Ŷ = Xb̂

Př́ıklad: x – čas chůze/běhu, y – vzdálenost



Nelineárńı regresńı metody – logistická regrese

Logistická regrese – klasifikace dat

ln(
P1

P0
) = b0 + b1x1 + b2x2 + . . .+ bnxn

P1,P0 – pravděpodobnost ťŕıd pro klasifikaci

Př́ıklad: úsek silnice
y ∈ {0, 1} – dopravńı prosťredek

(auto, MHD)
x1 – náklady na cestu (spojitá)
x2 – p̌ŕıjem (spojitá)
x3 – dostupnost cyklostezek (diskrétńı)
x4 – vzdálenost od zastávky (spojitá)

Odhad a predikce v inverzńı formě

Metoda maximálńı věrohodnosti:
Věrohodnostńı funkce

Lt(θ) =
∏N

t=1
eyt zt
1+ezt

b̂ = argmaxb ln Lt(b)
Predikce ťŕıdy:

P(y = 1) = exb̂

1+exb̂


