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Kapitola 0

Uvod

V literatufe se lze setkat s mnoha definicemi pojmu znalost. Zadna z nich vSak neni
natolik dobra, aby byla vSeobecné prijimana. Proto i v tomto uc¢ebnim textu zvolime
casto pouzivany pristup, ktery vychazi z predpokladu, ze znalost je zakladnim pojmem,
ktery je kazdému jasny a srozumitelny a Ze jej neni tieba definovat.

P1i takovémto pristupu je vSak pojem znalosti pfece jenom prili§ Siroky a proto si hned
na zacatku fekneme, ze ne kazdou znalosti se budeme v tomto textu zabyvat. Asi se
shodneme na tom, Ze znalosti rozumime néco, co nam umozinuje vyuzivat zkusenosti
(vlastnich i cizich), nachazet feSeni rtiznych problémi ¢i efektivné se rozhodovat. Jingmi
slovy, néco, co nam umoznuje chovat se inteligentné. Znalosti tohoto druhu je casto
mozno rozdeélit do dvou skupin, podle toho, jakym zpiisobem je sdélujeme, na znalosti
deklarativni a procedurdIn{]

K vypoctu korenti kvadratické rovnice
ar? +br+c=0

je jisté tfeba urcité znalosti. Tuto mizeme mit vyjadifenu pomoci vzorce na vypocet
kotent kvadratické rovnice

¢i pomoci algoritmu realizujicitho metodu nejvétsiho spadu, tzv. Newtonovu metodu.
Prvni zpiisob je klasickym prikladem znalosti vyjadiené deklarativnim zptisobem, zpt-
sob druhy odpovida proceduralnimu vyjadieni znalosti. Na tomto ptikladu je také vidét
nékteré obecné vlastnosti téchto dvou zptisobt vyjadieni. Zptsob deklarativni je ob-
vykle struc¢néjsi, vyzaduje vsak od toho, kdo jej vyuziva, nékteré dalsi znalosti. Ty se

1T toto déleni je t¥eba brat velice opatrné, nebot jedna znalost miize byt sdélena obéma “formami”
a Casto lze téZko tyto formy od sebe jednoznacéné oddélit.

7



8 KAPITOLA 0. UVOD

tykaji jak zvyklosti pouzivanych pii vlastnim deklarativnim zdznamu znalosti (v na-
Sem pripadé napf. matematické znacky vyjadiujici zlomek a odmocninu) tak i znalosti
obecnéjsich (napf. umét vypodcitat druhou odmocninu, védét, jak se zachovat, kdyz je
diskriminant zaporny a pod.). Proceduralni znalosti vSak byvaji ¢asto htfe (¢i slozitéji)
sdélitelné.

Existuje vsak jesté celad fada znalosti, které nelze zaradit ani do jedné z téchto trid.
Jednd se o znalosti neuvédomelé. Jako ptiklad tohoto typu znalosti byva v literatufe
uvadéna schopnost chiize. K tomu, abychom chodili, urcité néjakou znalost potiebu-
jeme. Neuvédujeme si ji vsak a také ji neumime sdélit ani zaznamenat. Takovymito
znalostmi se v nasem textu samoziejmé zabyvat nebudeme. Prevazné se budeme za-
byvat znalostmi deklarativnimi, zptisobem jejich zaznamenani a predevsim zpiisobem
jejich efektivniho vyuzivani prevazné pro rozhodovani. Z tohoto ramce trochu vybo-
¢uje prvni kapitola, ktera se nezabyva rozhodovanim, ale feSsenim problému. Jedna se
o natolik obecny pristup patrici v soucasné dobé jiz mezi klasické metody, Ze jej nebylo
mozno v tomto textu opominout.



Kapitola 1

Reseni Gloh ve stavovych prostorech

Formalizacni aparat a techniky popsané v této kapitole patii mezi klasické metody
pro reprezentaci a vyuzivani znalosti pouzivané v umélé inteligenci jiz od samého za-
c¢atku. Technika prohledavani stavovych prostorii pro reseni problémil byla spole¢né
s technikou automatizovaného dokazovani teorémi vyvinuta jiz na rozhrani 50. a 60.
let. V tomto ucebnim textu se ji zabyvame nejenom proto, zZe se jedna vlastné o jednu
z prvnich metod vyuzivajicich znalosti o feSené tloze (viz zavedeni heuristické funkce),
ale také proto, abychom mohli ukézat, Ze zde pouzivany algoritmus A" je specidlnim
pripadem obecné metody vétvi a mezi probirané pozdéji.

1.1 Definice stavového prostoru

Stavovym prostorem budeme rozumét usporadanou dvojici S = (S, ®), kde
S je konefnad mnozina stavi,
® je konecnd mnozina operatori.

Operdtorem ¢ v tomto kontextu rozumime parcialni zobrazeniE] mnoziny stava S do
sebe.

Uloha je uspofadana trojice (S, s, G), kde
S je stavovy prostor,
sp € S je pocatecni stav a
G C S je mnozina cilovych stavi.

Za teSent tlohy (S, s9, G) budeme povazovat kazdou kone¢nou posloupnost operatort

'Parcialni zobrazeni ¢ mnoziny S, na rozdil od bé&Zného zobrazeni (které také byva nazjvano
zobrazenim totalnim), nemusi byt definovano pro vSechny prvky mmnoziny S. Je-li pro né&jaké s € S
hodnota ¢(s) definovana, potom fikdme, Ze zobrazeni je aplikovatelné nebo pouZitelné na s.

9



10 KAPITOLA 1. RESENI ULOH VE STAVOVYCH PROSTORECH

(p1, 92, - - ., @n) takovou, ze
operator ¢; je pouzitelny na stav s,
operator ¢ je pouzitelny na stav ¢1(so),
operator 3 je pouzitelny na stav s(¢1(s0)),

operétor ¢, je pouzitelny na stav ¢, 1(...p2(¥1(s0)) - -.),
a konecné stav ¢, (@,—1(. .. p2(v1(s0))...)) € G.

Cislo n budeme nazyvat délkou feseni (1, s, ..., ¢,). V piipadé, Ze sy € G budeme
za TeSeni nulové délky povazovat i prazdnou posloupnost.

1.2 Priklad

Uvazujme nasledujici logickou hiicku. Tii cestovatelé putuji zemi lidojedd a maji s se-
bou tfi domorodé privodce. Pfilis jim nedtvéiuji a tak se snazi, aby nad nimi neméli
domorodci pocetni prevahu. Vsichni se potfebuji dostat na druhy bieh feky, ale maji
k dispozici jen dvoumistnou lodku.

Pti formalizaci této hicky musime nejprve navrhnout, co budeme povazovat za jednot-
livé stavy nalezejici do mnoziny S. Zde se prirozené nabizi popsat situaci nastavajici
ptred vyjetim (¢ po pristani) lodky. Vzhledem k tomu, Ze v ndmi uvazovanych stavech
je lodka u bfehu, mizeme stavy jednoznacné popsat poctem cestovateli a domorodcii
na puvodnim bfehu. Zapis stavu [3, 3] bude oznacovat situaci vychozi, kdy vSichni tfi
cestovatelé i domorodci jsou na pivodnim biehu. Podobné zapis 2, 1] bude popisovat
nedovoleny stav, pri které jsou sice dva cestovatelé a jeden domorodec na ptvodnim
brehu, ale na protéjsim biehu je jeden cestovatel se dvéma domorodci, coz je pravidly
hticky zapovézeno.

Pro hledani feseni ulohy vsak nestaci védét, kolik cestovatelti a domorodcii je na kterém
biehu, ale musime téZ védét, na kterém brehu je lodka. Budeme tedy za dvojici ¢isel
jesté pripisovat znaménko + v situacich, kdy je lodka na ptvodnim biehu a —, kdyz
bude lodka u biehu protéjsiho.
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Stavovy prostor S tedy obsahuje 18 povolengjch stavi [}

3,3, +] 3,2,+] [3,2,—-] [3,L,4] [3,1,—] [3,0,+] [3,0,—]
2,2,4+] [2,2,-] [1,1,+] [1,1,—]
0,3,+] [0,3,—] [0,2,+] [0,2,—] [0,1,+] [0,1,—] 0,0, —]

Operatoru bedeme definovat 5:

©(10) - pluje jeden cestovatel,
©(20) - Pluji dva cestovatelé,
©(01) - pluje jeden domorodec,
©(02) - pluji dva domorodci,

©(11) - pluje jeden cestovatel a jeden domorodec.

Kazdy z nich je aplikovatelny pouze na nékteré stavy (tedy vSechny jsou parcidlnimi
zobrazenimi). Definice téchto zobrazeni jsou v nésledujicich tabulkach:

-

Y

3,3, +]
2,2, —]
2,2, +]
1,1, -]
1,1,+]
0,0, —]

Y

Y

[ 2,2,-]
[ 3,3, 4]
[ 1717_]
[ 2,2, 4]
[ 0,0,—]
[ 1,1, +]

Y Y

ZStavy [3,3,—] a [0,0,+] sice nejsou zakdzany pravidly, ale nemohou nastat, protoze popisuji
situace, kdy je lodka na jiném bfehu nez vsichni cestovatelé i domorodci.
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P(01) ¥(02)

3,3, 4 — [3,2, ] 3.3, — [3,1, ]
3,2, —] — [3,3,+] 3,1,—] — [3,3,+]
3,2,4+] — [3,1, —] 3,2, +] — [3,0, —]
3,1, -] — [3,2,+] 3,0, —] — [3,2, +]
[3,1,+] — [3,0, —] [0,3,+] — [0,1, —]
3,0, -] — [3,1, +] [0,1,-] — [0,3, +]
[0,3,+] — [0,2, -] 0,2, 4] — [0,0, —]
[0,2,—] — [0, 3, +] [0,0,—] — 0,2, +]
[0,2,+] — [0,1, —]

0,1,—] — [0,2, +]

[0,1,4] — [0,0, -]

(0,0, =] — [0, 1, +]

Odpovidajici stavovy prostor je tedy definovan danou mnozinou 18 stavli a mnozinou
5 operatoru ® = {go(m), ©(20), P(11)5 L(O1)> 90(02)}. Uloha je pak déna navic definici po¢a-
te¢niho stavu sy = [3, 3, +] a jednoprvkovou mnozinou cilovych stavi G = {[0,0, —|}.
Ponechavame na ¢tenari, aby ovéril, Zze posloupnost

©(02), P(01)5 P(02); L(01), P(20), L(11)5 £(20)5 P(01)5 L(02)5 L(01); £(02)

je Tesenim dané ulohy. Délka tohoto feseni je 11.

1.3 Optimalita reseni

P1i hledani feseni tilohy nas budou samoziejmé zajimat ta feSeni, ktera dosdhnou ci-
lového stavu co nejdiive. Proto se budeme zajimat predevsim o to, zda umime nalézt
feseni optimdlni, neboli feSeni, které ma nejmensi délku. Délku optiméalniho feseni tlohy
(S, so, G) budeme oznacovat symbolem DOPT(S, so, G).

V obecném modelu mohou byt jednotlivym operatorim ¢ € ® pfitazeny jejich ceny
c(p), které vyjadiuji naro¢nost jednotlivych operatort (napiiklad ¢asovou ¢i finanéni).
Potom miizeme hovofit nejenom o délce feseni (¢1, o, . .., pn), ale také o jeho celkové
cen€ dané souctem cen vSech operatori daného reseni

n

Z c(pi).

i=1
V tomto pfipadé mtzeme hovofit o cenovée optimdlnim Teseni, které ma mezi vsemi
feSenimi nejmensi celkovou cenu. Jsou-li ceny vSech opratorti pozitivni, coz se obvykle
predpoklada, potom neni z teoretického hlediska velkého rozdilu mezi hledanim opti-
malniho a cenové optimalniho feseni. Proto se v dalsim budeme zabyvat pouze hledanim
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feSeni nejmensi délky a ponechavame ¢tenafi, aby si formou cviceni piislusna zobecnéni
provedl sam.

Hledéani optimélniho feSeni néjaké tlohy (S, s¢, G) muzeme snadno pfevést na pro-
blém hledani nejkratsi cesty v orientovaném grafu. Ke kazdému stavovému prostoru
S = (5, ®) lze totiz snadno sestrojit orientovany graf G = (S, E), ve kterém existuje
orientovand hrana (s — s') € E praveé tehdy, jestlize existuje operator ¢ € ® prevade-
jici stav s do stavu ', t.j. p(s) = s'. V takovém piipadé nalezeni nejkratsi (orientované)
cesty z so do nékterého cilového uzlu odpovidé nalezeni optiméalniho feseni.

Poznamka. Na tomto misté je vhodné si uvédomit, ze existuji-li dva rtzné operatory
prevadéjici stav s do stavu s', je z hlediska optimélniho feSeni jedno, ktery z téchto
dvou operatorit bude pouzit. Jestlize bychom hledali cenové optiméalni feseni, potom
samoziejmé musime vybrat v takovéto nejednoznacné situaci operator s nejnizsi cenou.

1.4 Metody hledani reseni

Pro hledani nejkratsi cesty v orientovanych i neorientovanych grafech existuje cela rada
efektivnich algoritmii. Podivejme se nejprve na jeden z nejjednodussich.

Algoritmus prohledavani orientovanych grafi

I. Inicializace. sy — Z;, 0 — Zs.

II. Cyklus. 1. IF Z; = () THEN STOP.
2. Vyber néjakym zpiusobem uzel s € Z;.

3. IF s € G THEN STOP, ELSE pro vSechny na-
slednikyff] s* uzlu s proved:
IF s* ¢ Z; U Zy THEN s* — Z;.

4. s — 2.
5. GOTO 1.

3Ptipometime si, Ze orientovany graf je definovan mnozinou uzl a mnozinou jeho (orientovanych)
hran, t.j. uspofadanych dvojic uzli (u — v), kde uzel u je nazjvan pocatkem hrany a uzel v je konec
prislusné hrany.

—

4Néslednikem uzlu s rozumime kazdy uzel § takovy, Ze (s — 5) € E.
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Pomoci tohoto algoritmu sice projdeme néjakou cestou z pocatecniho uzlu do cilového
uzlu, nicméné si ji nezaznamenavame. Abychom mohli nalezenou cestu zrekonstruovat,
budeme si pii zapisu uzlu s do zésobnikfﬂ Zy, Zo zaznamenavat jesté udaj o tom,
z kterého uzlu jsme se do uzlu s dostali. Algoritmus ukon¢i praci v okamziku, kdy
vybird ze zasobniku Z; cilovy uzel. Je-li u tohoto uzlu zapsan téz uzel s, ze kterého
jsme do vybiraného cilového uzlu presli, mame tak vlastné najednou posledni dva uzly
nalezené cesty. Uzel s’ vSak musi byt uloZen v zésobniku Z,. Je-li u tohoto uzlu také
zapsano, ze kterého uzlu jsme se do néj dostali, dostavame tak snadno uzel vysledné
cesty, ktery je tfeti od konce. Timto zptisobem muzeme zrekonstruovat celou nalezenou
cestu, az k pocatecnimu uzlu sy. Je tedy vhodné do pfislusnych zasobnikti neukladat
pouze jednotlivé uzly, ale dvojice uzll, tak jak je naznaceno v nasledujicim algoritmu.
Vzhledem k tomu, Ze do pocatecniho uzlu neprechazime z zadného jiného, muizeme
bud u tohoto uzlu nechat druhou pozici préazdnou, nebo tam zaznamenat libovolny
jiny uzel.

Obecny algoritmus prohledavani orientovanych grafu

I. Inicializace. (sg,sq) — Z1, ) — Z».

II. Cyklus. 1. IF Z, = ) THEN STOP.
2. Vyber néjakym zpisobem dvojici (s, s’) € Z;.

3. IF s € G THEN STOP, ELSE pro vSechny na-
sledniky{®] s* uzlu s proved:
IF s* g Zl U ZQ THEN (8*78) — Zl.

4. (s,8') — Zs.
5. GOTO 1.

Chovani tohoto algoritmu zcela samoziejmé zavisi na tom jakym zptisobem vybirame
v kroku 2 dvojici uzli (s, ") ze zésobniku Z;. Jestlize pouZijeme nékterou z klasickych
strategii jako napft. FIFOIZ] nebo LIFOﬁ, potom hovorime o tak zvaném slepém pro-
hleddvani. Pouziti strategie FIFO vede k prohledavani grafu do sirky, naopak pouziti
strategie LIFO vede k prohledavani do hloubky. Jestlize pouZzijeme pro vybér dvojice
ze zasobniku néjakou strategii zavisejici na okolnostech, které nejsou samotnym algo-
ritmem postizitelné, potom hovotime o rizeném prohleddvani.

5V tomto textu pouzivame pojem zasobniku obecné; v poéitacové literatute se nékdy zasobnikem
rozumi pouze struktura s vybérem LIFO - viz déle.

6Néaslednikem uzlu s rozumime kazdy uzel 5 takovy, Ze (s — 3) € E.

"First In First Out

8Last In First Out
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1.5 Rizené prohledavani grafi

Pokusme se nyni sestrojit funkci definovanou na uzlech uvazovaného grafu, pomoci
jejichz hodnot budeme fidit prohledavani grafu tak, aby algoritmus nalezl optimélni
feseni efektivnim zpiisobem. Tim rozumime Ze se budeme snazit vyhnout zdlouhavému
prohledavani zbytec¢nych cest, tak jak to déla algoritmus prohledavani grafu do sirky.

Uvazujme na chvili jednu tlohu (S, sg, G). Pro ni definujme funkci
f:8—10,1,2,...}

vyjadiujici délku nejkratsiho feSeni prochézejiciho stavem s. Tuto funkci miizeme de-
finovat jako soucet délek optimalnich feseni dvou podiloh

f(s) = DOPT(S, so,{s}) + DOPT(S, s, G).

Z této definice je vidét, ze funkce f prifazuje vSem uzlim s lezicim na optimalni cesté
(¢1 cestach) stejnou hodnotu

f(s) = f(so) = DOPT(S, s9, G).

Kdybychom tedy uméli vypocitat hodnotu funkce f pro vSechny stavy dané tlohy,
potom bychom mohli 7idit vybér dvojice uzll (s, s’) ze zasobniku Z; tim, Ze bychom
vzdy vybirali tu dvojici (s, s’) s nejnizsi hodnotou funkce f(s).

Z této myslenky vychazi nize uvedeny heuristicky algoritmus. Samoziejmé, Ze nemu-
zeme predpokladat znalost funkce f. Nicméné prvni ¢ast této funkce

DOPT(S, so, {s})

mtizeme odhadnout pomoci funkce ¢(s), kterou poc¢itdme v priibéhu prace algoritmu.
Odhad druhé casti
DOPT(S, s, G)

pak svéfujeme funkci h(s), tak zvané heuristické funkci, o které predpokladame, ze
jejl hodnoty pocitame na zakladé néjakych dodateénych znalosti tykajicich se dané
tlohy (heuristik). Proto vypocet této funkce neni soucésti algoritmu, i kdyz pravé na
ni zavisi celkové chovani algoritmu. Obvykle se snazime, aby funkce h byla dolnim
odhadem funkce DOPT(S, s, G), tedy aby

h(s) < DOPT(S, s, G).

V tom pfipadé totiz nize uvedeny algoritmus A* nalezne vzdy optimélni feSeni (viz
Tvrzeni 1). OvSem v praktickych situacich ¢asto slevime z pozadavku na optimalitu
feSeni vyménou za podstatné zvyseni efektivity vypoctu. Toho mizeme dosdhnout
pravé vhodnou volbou heuristické funkce.
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Heuristicky algoritmus A*

I. Inicializace. (s, So,0) — Z1, 0 — Zs.
II. Cyklus. 8
IF Z; = () THEN STOP.
2. Vyber ze zasobniku Z; trojici (s, s', g(s)) s nejnizsi
hodnotou g(s) + h(s).

3. IF s € G THEN STOP, ELSE pro vsechny na-
sledniky s* uzlu s proved nésledujici kroky (a) a
(b).

(a) IF existuje v Z; U Z, trojice (s, 3, g(s")) ta-
kova, ze g(s*) > g¢g(s) + 1 THEN vytad
(s*,8,g(s*)) z ptislusného zasobniku.

(b) IF (s%,3,9(s")) & Z1UZy THEN (s*,s,9(s)+
1) — 7.

4. (s,5,9(s)) — Zs.

5. GOTO 1.

Tvrzeni 1. Heuristicky algoritmus A* nalezne optimélni feseni vzdy, kdyZ pouzita
heuristickd funkce h(s) je dolnim odhadem DOPT(S, s, G), neboli je-li pro vSechna
seS

h(s) < DOPT(S, s, G).

Dikaz. Oznac¢me si (s, 1, .., S,) optimalni cestu z sy do nejblizsiho cilového uzlu
sp € G. Vzhledem k tomu, ze pfedpokladéame, Ze h(s) je dolnim odhadem DOPT(S, s, G),
je zfejmé, ze pro vSechny uzly (s, $1, ..., S,) uvazZované optimalni cesty je

h(Sj) —f-j S DOPT(S, S(),G).

Algoritmus konéi v kroku 3 poté, co byla ze zasobniku Z; vybrana néjaka trojice
(s,5',g(s)) takova, ze s € G. Délka nalezeného FeSeni je rovna ¢(s). Dokazujme poza-
dované tvrzeni sporem. Predpokladejme tedy, ze nalezené fesSeni neni optiméalni, pak

9(s) > DOPT(S, 50, G) = h(s;) +j

pro vSechny uzly optimdlni cesty (sg, S1,...,5,). Vzhledem k tomu, Ze pfi prvnim
prubéhu cyklu byly do zasobniku Z; ulozeny vSechny uzly, do kterych vede z sy hrana,
musel tam byt ulozZen i uzel s; ve tvaru trojice

(5178079(51) = 1)-
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Jelikoz g(s) > h(s1) + 1, algoritmus nemtze vybrat ze Z; trojici (s, s, g(s)) diive, nez
uvedenou trojici (si, o, g(s1) = 1), kterd se do zasobniku dostala jiz v prvnim kroku.
To znamend, ze diive nez miize nastat nami uvazovany konec algoritmu, musi se do
zasobniku Z; dostat i vSechny uzly, které jsou nasledniky uzlu s;. Tedy i uzel sy je
ukladan do Z; pred ukoncenim ¢innosti algoritmu ve tvaru trojice

(32751,9(32) = 2)-

Opét, vzhledem k diive ukdzané nerovnosti g(s) > h(s2)+2 musi byt tato trojice diive
vybréna ze Z; nez (s, ', g(s)) a tedy i trojice

(33,82,9(33) = 3)

musi byt ulozena do zasobniku pfed ukoncenim ¢innosti algoritmu. Timto zptisobem
miizeme pokracovat, dokud nedokazeme, zZe i trojice

(50, 8n—1,9(5n) = n)

je vybirdna z Z; d¥ive nez (s, s, g(s)), coz je spor, nebot algoritmus ukon¢i svou ¢innost
pfi prvém vybéru trojice ze zasobniku Z; obsahujicim uzel z cilové mnoziny. 0

Pozorny c¢tenar si jisté povsiml rozdilu mezi algoritmem A* a diive uvedenym obec-
nym algoritmem pro prohledavani grafii, ktery tkvi ve skutecnosti, ze algoritmus A*
umoziuje (na rozdil od obecného algoritmu), aby jiz jednou do zasobniku Z, uloZeny
uzel byl ze zasobniku vyjmut a znovu “zpracovan”. Nutnost tohoto opatfeni je zfejma
pii aplikaci algoritmu A* na graf z nasledujiciho obrazku.

So S1

S4 S5 S6

S2 53

pri volbé pocatecniho uzlu s, cilového uzlu s¢ a hodnotach heuristické funkce
h(S()) = h(Sg) = h(Sg) == h(84) == h(85) == h(SG) == O, h(Sl) = 3.

Postup prace algoritmu A* pro tuto situaci je zndzornén v tabulce na nasledujici strané.

Poznamka. V kroku 4 je hodnota ¢(s) + h(s) shodnd pro oba uzly s obsazené v
zasobniku Z;. Z teoretického hlediska je jedno, ktery z nich ze zasobniku vybereme.
Zde jsme zvolili strategii LIFO.
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1.6 Cvicéeni

1. Navrhéte algoritmus, ktery po skonceni prace obecného algoritmu prohledava-
ni orientovanych graf sestroji nalezenou orientovanou cestu. (Ndavod: VyuZijte
obsahu zdsobniku Zy po skonceni prace algoritmu; viz predchozi tabulka.)

2. Dokazte, ze slepé prohledavani do sitky vzdy nalezne optimalni cestu z pocatku
do nékterého cilového uzlu. (Ndvod: PouZijte Tvrzeni 1.)

3. Sestrojte priklad ilustrujici, ze slepé prohledavani do hloubky nemusi nalézt op-
timalni cestu.

4. Dokazte, Ze algoritmus A* realizuje prohledavani grafu do sitky, jestlize h(s) = 0
pro vSechna s € S.

5. Uvazujte znamou hticku o prevoznikovi, jehoz tkolem je ptrevézt vlka, kozu a
hlavku zeli pres feku. Na lodku se s nim vejde pouze jeden prevéazeny objekt.
Ptitom nesmi ponechat bez dozoru na stejném biehu ani kozu se zelim, ani vlka s
kozou. Navrhnéte formalizaci této tlohy pomoci stavového prostoru a ptislusnych
operatorti. Navrhnéte heuristickou funkcei a feste llohu pomoci algoritmu A*.

6. Po malovani dvougarsionéry na sidlisti ztistal ndbytek rozmistén v mistnostech
tak, jak je vidét ze schematu.

kuchynsky obyvaci pokoj
kout
postel
loznice
stul
skiin
zadveri
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Ukolem je umistit stiil a kieslo do objvaciho pokoje a do loznice postel a sk¥ifi.
Pricemz je tfeba vzit do tivahy nasledujici omezeni vyplyvajici z velikosti bytu:
e Do kuchynského koutu se z uvedeného nabytku vejde pouze skiin.

e Do obyvaciho pokoje i do loznice se vejdou najednou pouze dva kusy na-
bytku.

e Kfteslo neprojde dvefmi do loznice.
e Do zadveti se vejde pouze kfeslo.
e Pfi pfemistovani ndbytku musi byt chodbicka volné.

Navrhnéte formalizaci této tlohy pomoci stavového prostoru a prislusnych ope-
ratori. Naleznéte feSeni pomoci nékterého z algoritmii pro hledani cest v grafech.

7. Uvazujte hraci plochu o péti polich obsazenych dvéma bilymi a dvéma cernymi
hracimi kameny dle nasledujiciho obrazku.

O | O e O

Ukolem je premistit ¢erné a bilé hraci kameny navzajem. Do kazdého pole mozno
umistit pouze jeden hraci kdmen. Jsou povoleny pouze dva druhy presunu ka-
ment. Kémen se mize bud pouze posunout na sousedni volné pole, nebo smi
preskocit jeden kdmen jiny kdmen, je-li za nim volné pole.

Navrhnéte formalizaci této tlohy pomoci stavového prostoru a pfislusnych ope-
ratori. Naleznéte optimalni feSeni pomoci nékterého z algoritmi pro hledani cest
v grafech a zdtivodnéte jeho optimalitu.
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Kapitola 2

Obecny rozhodovaci problém

Pii formalnim popisu rozhodovaciho problému mizeme vychéazet z nékolika rtznych
modelii. Pro ticely tohoto textu se budeme pridrzovat nejjednodussiho z nich, ve kterém
neni uvazovan cas. Takovouto typickou situaci si budeme cCasto ilustrovat nasledujicim
prikladem.

Spolec¢nost LICHVA a.s. se zabyva kratkodobymi ptijckami. S jeji ¢innosti je samo-
ziejmeé spojeno riziko, Ze organizace ¢i fyzicka osoba, se kterou spole¢nost LICHVA a.s.
uzaviela dohodu, penize v urcené dobé nevrati. Je tedy nutné pred poskytnutim kazdé
pujcky zvazit konkrétni rizika a rozhodnout, zda ptijcku poskytnout ¢i nikoliv.

Jednim ze zpiisobi, jak mlze ndmi uvazovana spole¢nost postupovat, je pozadat kaz-
dého zadatele o vyplnéni dotazniku, ve kterém bude zadajici fyzicka ¢i pravnicka osoba
specifikovat jak sebe, tak i ti¢el, pro ktery pijcku potiebuje. Cast takového dotazniku
miize obsahovat otédzky obsazené v tabulce na nasledujici strance. Ukolem pak bude
na zakladé vyplnéného dotazniku rozhodnout, zda ptajcku poskytnout ¢i nikoliv. Ji-
nymi slovy feceno, budeme hledat vhodné zobrazeni vSech moznych zpiisobt vyplnéni
daného dotazniku do dvouprvkové mnoziny {poskytnout, neposkytnout}.

Co rozumét pod pojmem vhodné zobrazeni se bude v pribéhu naseho dalsiho vykladu
meénit a bude zaviset na studovaném problému. Ze zacatku budeme mit na paméti pre-
devs§im moznost snadného pouziti zkonstruovaného pravidla. Samoziejmé, ze hlavnim
cilem vsak bude nalézt pravidlo, jehoz pouziti povede k docileni nejvyssich ziski, tedy
pravidla, které spravnée odhadne riziko spojené s poskytovanou pijckou.

Abychom si v dalsim rozuméli, musime zavést jednozna¢ny formalni aparat.

Otdzkou rozumime libovolnou kone¢nou mnozinu @ = {ry,...,r,}. Jeji prvky r; bu-
deme nazyvat odpovédmi. Piestoze pocet odpovédi na jednu otézku neni pfedem ome-

21
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Vyse pozadované pijcky I:] K¢
Pravnicka osoba [ ]ANO | |NE
Ucel piijcky

Nékup kola [ ]ANO | |NE

Nakup auta | ]ANO | |NE

Nékup vyr. zafiz. [ | ANO | |NE
Néakup nabytku | ]ANO | |NE

Vyplni pouze pravnické osoby

Pravni forma |:| S.I.0. I:] a.s. I:] druzstvo
Pocet zaméstnancit | | do 10 [ ]do100 [ ]nad 100

Sidlo v Praze I:‘ ANO I:] NE

Vyplni pouze fyzické osoby

Pohlavi | ] Zena [ ] muz

Vék [ ]do30let [ Jdo50let [ |nad 50 let
Zenaty, vdana |:| ANO I:] NE
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zen, budeme vzdy predpokladat, Ze neni vysoky. Casto budeme pouzivat bindrni ¢i
dichotomické otazky, které maji pouze dvé mozné odpovédi; napiiklad {ANO, NE},
{0,1}, {+, =}, {mu, ena} a podobné. Pojmem detektor budeme nazyvat uvazovanou
kone¢nou mnozinu otazek.

Podobné budeme pojmem alternativa oznacovat koneénou mnozinu rozhodnuti {ay, . . .,
am}. ReSeni naseho tkolu bude reprezentovat rozhodovaci funkce d, kterd piifazuje
kazdé kombinaci odpovédi néjaké rozhodnuti. Pti detektoru {@:,...,Qn} a pfi al-
ternativé A = {ay,...,ay,} je tedy rozhodovaci funkei kazdé zobrazeni z kartézského
soucinu vSech otazek do mnoziny vsech rozhodnuti:

d: XN,Q; — A.

2.1 Rozhodovaci tabulky

Jednim ze zplisob1i, jak reprezentovat znalost z dané oblasti tak, abychom ji mohli déle
efektivné vyuzit, je rozhodovaci tabulka. Pro tcely tohoto textu budeme vychazet z jeji
nejjednodussi formy.

Rozhodovaci tabulka obsahuje sloupce a 7ddky. Radktim rozhodovaci tabulky odpovi-
daji otézky (horni ¢ast tabulky) a alternativy (spodni ¢ast tabulky). Sloupce slouzi
k zaznamu ¢astecnych znalosti — pravidel. Kazdé policko tabulky (t.j. prisecik sloupce
a fadky) mtze byt bud prazdné, nebo muze obsahovat nékterou odpovéd na piislusnou
otazku (jedna-li se o fadku, které odpovida otazka) nebo rozhodnuti (odpovidé-li fadce
alternativa).

Vyse pozadované pijcky | 5.000 2.000.000  5.000  100.000 2.000.000
Pravnicka osoba | NE ANO ANO NE
Nékup kola | ANO ANO
Néakup auta ANO
Nékup vyr. zafiz. ANO ANO NE
Pocet zaméstnanci nad 100
Vek do 30
Pajcit + + - -

V uvedené rozhodovaci tabulce naptiklad prvni sloupec obsahuje doporuceni ptijcit
fyzické osobé, jestlize zada o pujcku (zaokrouhlené) 5.000 K¢ na nakup jizdniho kola.
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Naopak posledni sloupec nedoporucuje pijcku fyzické osobé véku do 30 let, jestlize
zada 2.000.000 K¢ na nakup automobilu.

Poznamka. Z uvedeného prikladu vidime, Ze prazdna mohou byt i policka v fadkach
odpovidajicich alternativam. To je pfedevsim proto, ze jedna rozhodovaci tabulka muze
v dolni ¢asti obsahovat nékolik fadek, kterym odpovida nékolik riznych alternativ. Né-
které sloupce tedy mohou vypovidat pouze o nékterych alternativach.

Uvazujme konkrétni odpovéd r na otdzku Q). Jestlize urcity sloupec rozhodovaci tabulky
mé v fadce odpovidajicim otézce ) bud zaznamenénu odpovéd r, nebo je v této fadce
prazdny, potom fikdme, Ze dany sloupec je konzistentni's odpovédi r. Necht (ry,...,ry)
jsou po fadé odpovédi na otazky (@i, ...,Qy). Kombinace odpovédi (ry,...,7n) je
konzistentni s néjakym sloupcem rozhodovaci tabulky, jestlize kazda z odpovédi r; je
s danym sloupcem konzistentni.

Jak jsme jiz fekli, rozhodovaci funkce je funkce prifazujici kazdé kombinaci odpovédi
(r1,...,ry) n&aké rozhodnuti d(rq,...,ry) € A. Mizeme tedy fikat, Ze rozhodovaci
funkce d je konzistentni s danou rozhodovaci tabulkou, jestlize pro kazdou kombinaci
odpovédi (ry,...,ry) vSechny sloupce, které jsou s ni konzistentni, obsahuji v fadce
odpovidajici alternativé A bud rozhodnuti d(r4, ..., 7x), nebo je tabulka v pfislusném
policku prazdna.

Alternativa A je rozlisitelnd v rozhodovaci tabulce, jestlize existuje rozhodovaci funkce

d: XJ\Lle —>A7

)

ktera je konzistentni s uvazovanou rozhodovaci tabulkou. Rozhodovaci tabulka je jed-
noznacnd, jestlize jsou v ni rozlisitelné vSechny alternativy, kterym odpovidaji nékteré
rfadky dané rozhodovaci tabulky.

2.2 Rozhodovaci stromy

Nyni budeme hledat zptisob, jak nalézt vhodnou rozhodovaci funkci konzistentni s da-
nou rozhodovaci tabulkou. Soucasné nas bude zajimat i zptsob, jakym budeme moci
uvazovanou rozhodovaci funkci aplikovat, t.j. jak nalézt hodnotu funkce d(ry,...,ry) i
pro N rovné nékolika stovkam, tedy v situaci, kdy je vylouceno zaznamenat rozhodovaci
funkci formou seznamu ptifazujiciho kazdé kombinaci odpovédi piislusné rozhodnuti a
to i v tom pripadé, kdy je prislusna rozhodovaci tabulka relativné mala.
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Vhodnym néastrojem pro tyto tcely bude rozhodovaci strom. Tim rozumime usporada-
nou ¢tvetici (G, g, p, «), kde

G je kofenovy graf typu stro

q je zobrazeni pritfazujici neterminalnim uzlim stromu G otazky,
p je zobrazeni pfifazujici hranam grafu G' odpovédi na otazku,
o

je zobrazeni prirazujici terminalnim uzlim jednotliva rozhodnuti.

Ovsem ne kazda takovato cCtverice je rozhodovacim stromem. Tou je pouze Ctverice
splnujici nasledujici 3 omezeni.

1. Na zadné cesté vedouci z kofenu do nékterého uzlu nejsou dva uzly, kterym by
byla prifazena stejna otazka.

2. Kazdy neterminalni uzel u o Grovni £(u) ma tolik sousedii s trovni ¢(u) + 1, kolik
odpovédi mé otazka prifazend danému neterminalnimu uzlu.

3. Hranam spojujicim neterminalni uzel u o tGrovni ¢(u) s jeho sousedy na trovni
¢(u) 4+ 1 jsou pfifazeny vSechny odpovédi na otazku g(u).

Priklad takového rozhodovaciho stromu je uveden v nasledujicicm obrazku. V ném
jsou hodnoty prislusnych zobrazeni ¢, p napsany u jednotlivych uzli ¢i hran, hodnoty
zobrazeni « jsou zapsany pfimo do krouzka oznacujicich terminélni uzly (listy) grafu.

!Pfipometime si, Ze neorientovany graf G = (V, E) nazyviame stromem, jestlize je souvisly a ne-
obsahuje cyklus. Korenovym stromem je graf typu strom, jehoZ jeden uzel je nazvan korenem. Kofen
stromu budeme obvykle znacit ug. V kofenovém stromu mé kazdy uzel v svoji droveri £(v), kterou je
délka cesty z ug do v. Uzly stromu (s vyjimkou kofenu), které maji pouze jednoho souseda, se nazyvaji
termindlni, nebo téz listy. Ostatni uzly jsou netermindlni. Kofen je listem pouze v ptipadé, Ze cely
strom je tvoren jedinym uzlem wuyg.



26 KAPITOLA 2. OBECNY ROZHODOVACI PROBLEM

Pravnicka osoba

Vyse puajcky Nakup kola

Ano

2.000.000

100.000

Pouziti rozhodovaciho stromu pro rozhodovani vyplyva z jeho definice. Nejprve polo-
Zime otézku prirfazenou kofenu stromu. Vzhledem k tomu, Ze kazda odpovéd na tuto
otazku je piitazena nékteré hrané z uzlu vychazejici (kazda otézka pravé jedné hrané),
vybirame zcela samoziejmé jako dalsi otazku tu, ktera je prifazena uzlu, ktery je s ko-
fenem spojen prislusnou hranou. Opakovanim tohoto postupu postupujeme vzdy do
uzlu o jednu tronen vyssi, dokud nedosdhneme terminalniho uzlu, kterému je prirazeno
rozhodnuti.

Pro kazdou kombinaci v8ech odpovédi {ry,...,ry} miZeme timto postupem nalézt
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jednoznacné nékteré rozhodnuti (samoziejmé, ze toto rozhodnuti nezalezi na téch od-
povédich r;, které otazky @; nebyly polozeny). Vidime tedy, Ze kazdému rozhodovacimu
stromu odpovida jednoznac¢né néktera rozhodovaci funkce. Budeme fikat, ze rozhodo-
vaci strom tuto rozhodovaci funkci realizuje.

Vratme se nyni k rozhodovacim tabulkdm. Pozorny ¢tenar si jisté vSiml, Ze k jedné
rozhodovaci tabulce miize existovat mnoho rozhodovacich funkci, které jsou s ni kon-
zistentni. Ke kazdé takové funkci mize existovat (a také existuje) obrovské mnozstvi
rozhodovacich stromt, které ji realizuji. Mame-li znalosti obsazeny v rozhodovaci ta-
bulce, vznika tedy pfirozeny problém, ktery z téch mnoha rozhodovacich stromt je
nejlepsi a jak jej zkonstruovat.

Kazdy z rozhodovacich stromt realizujicich nékterou rozhodovaci funkci konzistentni
s danou rozhodovaci tabulkou zahrnuje vsechny znalosti v tabulce obsazené. Mizeme
se tedy snazit vybrat takovy rozhodovaci strom, ktery na zaznamenani téchto znalosti
vyzaduje nejméné mista, ¢i strom, jehoz pouziti pfi rozhodovani je nejjednodussi. Zde
se nabizeji dvé jednoducha kritéria, podle kterych mizeme z uvazovaného souboru roz-
hodovacich stromu vybirat. MiZeme se snaZzit sestrojit strom, ktery ma bud

(a) nejmensi pocet uzli, nebo

(b) nejkratsi nejdelsi cestu z kofenu do nékterého z listt.

Nésledujici pfimy algoritmus pro konstrukci rozhodovaciho stromu z rozhodovaci ta-
bulky je navrzen tak, aby zkonstruoval vzdy strom realizujici rozhodovaci funkci kon-
zistentni s vychozi tabulkou a pfitom se snazi optimalizovat vysledny strom vzhledem
k vySe uvedenému kritériu (b). Nicméné, dosazeni optimality v tomto sméru tento
algoritmus nezarucuje.
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Primy algoritmus pro konstrukci rozhodovaciho stromu

I. Inicializace. Vsem sloupctim rozhodovaci tabulky pripis
kofen Ug; Uy — Zl-

II. Cyklus. 1. IF Z; = () THEN STOP.
2. Vyjmi libovolny uzel u € Z;.

3. Uvazuj mnozinu R vSech rozhodnuti obsazenych ve
sloupcich, kterym je pfipsan uzel u.
IF R = () THEN u je termindlni, pfifad mu
libovolné rozhodnuti. GOTO 1.

IF |R| =1 THEN u je terminélni, pritad mu
rozhodnuti r € R. GOTO 1.

IF |R| > 1 THEN u je neterminalni.
4. Pro vSechny otazky ¢, které nejsou prirazeny zad-
nému uzlu cesty z uy do u proved:
Rozt¥id sloupce, kterym je u pfipsan, na skupi-
ny konzistentni s jednotlivymi odpovédmi
na otazku q.

Pro kazdou tuto skupinu sloupcti spocti, kolik
obsahuji rtiznych rozhodnuti.

Otézce ptifad ¢islo m(q) rovnajici se maximal-
nimu poctu rozhodnuti v jedné skupiné.

5. Vyber otazku ¢ s nejmensi hodnotou m(q).
Piifad ¢ uzlu u.

Definuj tolik novych uzld wug,...,u, kolik je
odpovédi na otazku ¢g. Dale definuj hrany
(u — w),...,(u — u,), kterym pfifad po
fadé vsechny odpovédi na otazku q.

U vSech sloupci, kterym byl pripsan uzel u, prepis
u vSemi témi uzly, do nichz vedou z u hrany,
jimz jsou pfifazeny odpovédi konzistentni s
uvazovanym sloupcem.
6. {Ul, ce ,ua} — Zl-

7. GOTO 1.
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2.3 Stredni délka rozhodovacich stromu

Je zfejmé, ze pocet uzli ¢i délka nejdelsi cesty rozhodovaciho stromu sestrojeného
vyse uvedenym algoritmem zavisi na vybéru otazky pfirazované neterminalnimu uzlu
v kroku 5. Pro zamezeni nadmérného rustu délky vétvi slouzi vypocet hodnoty m(q)
v kroku 4. Nicméné otazkou ztstava, zda délka nejdelsi vétve rozhodovaciho stromu
je skutec¢né tou hodnotou, ktera si zaslouzi byt minimalizovana. Podivejme se na dva
rozhodovaci stromy na nasledujicim obrazku. Oba dva maji stejny pocet uzli a oba dva
rozlisuji rozhodnuti a, b, ¢, d. Rozhodovaci strom oznacdeny jako (b) mé delsi cesty do
list, kterym jsou pfitfazena rozhodnuti ¢ a d, nicméné snadno si pfedstavime situace, ve
kterych pouziti pravé tohoto rozhodovaciho stromu bude vyhodnéjsi, nez pouziti roz-
hodovaciho stromu (a). To nastane tehdy, jestlize pfi aplikaci rozhodovaciho stromu
prevazné casti rozhodovanych situaci prislusi rozhodnuti a a situace, kterym ptislusi
rozhodnuti ¢ & d jsou vzacné. Potom aplikace stromu (b) skonéi ve vétsiné piipadii
po polozeni jediné otazky, zatimco pouziti stromu (a) vyzaduje vzdy poloZeni otézek
dvou. Vzhledem k tomu, Ze nerovnomeérny vyskyt jednotlivych rozhodnuti mtizeme po-
vazovat za typicky, budeme se nyni zabyvat novym kritériem pro posuzovani optimality
rozhodovacich stromii, které budeme nazyvat stiedni délkou rozhodovaciho stromu.

@ ® © O
(a)
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Abychom méli zdroj, ze kterého ziskdme cetnosti vyskytu jednotlivych pripadi, bu-
deme predpokladat, ze nyni sestrojujeme rozhodovaci strom na zakladé velkého dato-
vého souboru obsahujiciho popis mnoha situaci, které nastaly v minulosti. Na takovyto
soubor se miizeme divat jako na velkou rozhodovaci tabulku, ve které jsou vsechny
rfadky vyplnény ve vSech sloupcich. V této kapitole budeme predpokladat, ze se v
souboru nevyskytuji dva stejné popsané piipady (t.j. stejné kombinace odpovédi na
otazky), kterym by pfislusela dvé rizna rozhodnuti. Jinymi slovy, predpokladame, ze
nami uvazovana velka rozhodovaci tabulka rozliSuje uvazovanou alternativu.

S vyuzitim takového velkého datového souboru muzeme ziskat odhady funkce, kterou
budeme nazyvat pravdépodobnosti dosazZeni uzli rozhodovaciho stromu. Uvazujme roz-
hodovaci strom (G, ¢, p, @). Kazdému uzlu grafu G odpovida ta ¢ast datového souboru
(t.j. sloupce myslené rozhodovaci tabulky), kterd je konzistentni s odpovédmi, které
jsou prifazeny hrandm na cesté z kofenu ug do uvazovaného uzlu. Samotnému kofenu
ug tedy odpovida cely datovy soubor. Kterémukoliv uzlu v, ktery je jeho primy néa-
slednik (tedy ¢(v) = 1), odpovidaji ty pfipady, u kterych je na otdzku q(ug) odpovéd
p((ug — v)). Vime-li tedy, jakd ¢ast souboru odpovida jednotlivym uzliim rozhodova-
ciho stromu, miZzeme vzit za odhad pravdépodobnosti dosazeni uzlu 7(v) pomér poctu
sloupctt odpovidajicich uzlu v k celkovému poctu sloupcii v souboru.

Znéme-li pravdépodobnosti dosazeni uzli 7(v) rozhodovaciho stromu (G, ¢, p, @) mu-
zeme spocitat jeho stredni délku, ktera je definovana vyrazem
(G, g p,0) = X wl(w)e(w),
weW

kde symbol W oznacuje mnozinu terminalnich uzlia (list) uvazovaného grafu G. Abychom
se mohli zacit zabyvat metodami konstrukce rozhodovacich stromti optiméalnich ve
smyslu pravé zavedené stredni délky, potiebujeme pro ni odvodit diilezité nerovnosti.

Vzhledem k pouziti rozhodovacich stromi (¢i pfipadné ke zpusobu vypoétu odhadi
funkce vyjadiujici pravdépodobnost dosazeni uzlt rozhodovaciho stromu) je ziejmé, ze
pro pravdépodobnost dosazeni korenu plati

7(up) = 1.

Z libovolného neterminalniho uzlu v rozhodovaciho stromu postupujeme vzdy do né-
kterého z jeho naslednikii a proto

> () =m(u),
vel(u)

kde I'(u) oznacuje mnozinu pfimych nasledniki uzlu wu, t.j. uzld, do nichz vede z u
hrana a maji stupen o jedna vyssi nez u.

Z vyse uvedenych jednoduchych rovnosti dokédzeme snadno matematickou indukei (pies
pocet netermindlnich uzlt grafu GG) nasledujici dilezitou rovnost

> w(w) =1

weWw
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Je zajimavé, Ze analogické t¥i rovnosti, které jsme praveé uvedli pro funkciv 7(v) spliiuje i
funkce 274 pokud uvazujeme rozhodovaci strom, jehoz viechny otazky jsou binérni.
Pro kofen ug stromu je vzdy ¢(up) = 0 a proto

2~tuo) = 1.

Uvazujme nyni néjaky neterminélni uzel u rozhodovaciho stromu (G, g, p, «). Vzhledem
k nasemu predpokladu, Ze vSechny otézky jsou binérni, obsahuje mnozina I'(u) pravé

dva prvky a proto
Z 9—t(v) — 9 9= (t(w)+1) _ 9—t(u)
vel(u)

7 téchto dvou rovnosti Ize stejné jako pro pravdépodobnost dosazeni uzli 7 odvodit
matematickou indukci i pro tuto funkci platnost rovnosti

> o

weW

Rovnosti

Yoor(w)= > 27¢

weW weWw
tykajici se mnoziny terminalnich uzld vyuzijeme pro odvozeni dolniho odhadu stfedni
délky rozhodovaciho stromu. Pro toto odvozeni vyuzijeme dvé nerovnosti pouzivané
casto v teorii informace:

(a) s >0,1 >0, '21 Hi = ;Vi =1 = ;Mi log(p:) > 2 pi log(v;),

(b) MiZO,iMz‘ZLViZMz‘pfOi:l,--wn—zaVn—lZun—l—f—un =
=1

n n—1
= 2 wlog() < X vilog(vi).

Dosadime-li do prvni z nich za u; pravdépodobnosti dosazeni listti 7(w) a za v; funkce
2-!w) " dostavame okamzité nerovnost

H(x(w)) = — 3 (w)log(m(w)) < — ¥ m(w)log(2~™) =

weW weWw
= log(2) > m(w)l(w) =1og(2)L(G,q,p, ).
weW
2Maji-li vechny otézky stejny pocet odpovédi rizny od 2, potom staéi ve vyrazu 2-¢(*) nahradit
dvojku poctem odpovédi a odvozované vlastnosti ztistanou v platnosti.
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Ptipomenme si, ze hodnota

H(r(w)) == > m(w)log(r(w))

weW
je Shannonovou entropii distribuce {7(w) },ew-

Necht alternativa rozliSovana uvaZzovanym rozhodovacim stromem mé jednotliva roz-

hodnuti (ay,...,a,). Jako jsme odhadovali pravdépodobnost dosazeni uzlu rozhodo-
vaciho stromu na zakladé dat, mizeme odhadnout i pravdépodobnosti jednotlivych
rozhodnuti (p(ay),...,p(ay)). Je zfejmé, Ze

ZP(C%) =1

i=1
a

pla) = > m(w),

weW:a(w)=a;

z ¢ehoz nékolikandsobnou aplikaci vyse uvedené nerovnosti (b) dostédvame

H(p(a;)) < H(m(w)) <log(2)L(G, g, p, ).

Timto jsme odvodili zakladni nerovnost slouzici jako dolni odhad stredni délky rozho-
dovaciho stromu, ktery mé rozlisit rozhodnuti (a4, ..., a,,). Touto nerovnosti je také
zdivodnén princip mazimdlniho sniZovdni entropie, ktery je Casto pouzivan pro kon-
strukci rozhodovacich stromti. Pro jeho aplikaci stac¢i v pfimém algoritmu pro kon-
strukci rozhodovacich stromii nahradit krok 4 nasledujicim postupem.

4. Pro vSechny otazky ¢, které nejsou pritazeny zadnému
uzlu cesty z ug do u proved:
Roztriid sloupce, kterym je u pfipsan, na skupi-
ny konzistentni s jednotlivymi odpovédmi
na otazku q.

Pro kazdou tuto skupinu sloupcii spocti, ko-
lik obsahuji riznych rozhodnuti a spocti
relativni ¢etnosti téchto skupin.

Otézce piifad ¢islo m(q) rovnajici se Shanno-
novské entropii vypoctenych relativnich
Cetnosti.
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Takto ziskame Casto pouzivany algoritmus, ktery je dosti efektivni, ale ktery nezarucuje
sestrojeni optimélniho rozhodovaciho stromu (ve smyslu stiedni délky). Toho docilime,
pouzijeme-li n€jakého siln€jsitho aparatu, napriklad metody vétvi a mezi, kterou se
zacneme zabyvat nyni.

2.4 Metoda vétvi a mezi

Jedna se o velice ¢asto pouzivanou metodu pro hledani optiméalniho feseni néjaké alohy

strovat pri pouziti pro konstrukci optimalniho rozhodovaciho stromu.

Predpokladejme, Ze nasim tkolem je nalézt optimalni feseni néjaké tlohy. Optiméalni
zde znamend, Ze na mnoziné 7 vSech feSeni je definovana néjaké kriteridlni funkce

C:7—(0,+00),

jejiz hodnota C(t) vyjadiuje “kvalitu” feSeni ¢t € 7. Za TeSeni optimalni budeme po-
vazovat FeSeni, na kterém tato funkce nabyva svého minima. Pro tucely tohoto textu
predpokladame, ze mnozina vSech feSeni je kone¢na, nicméné natolik velka, Ze neni
mozné zkonstruovat vSechna feSeni t € 7, vypocitat pro né hodnotu kriterialni funkce
C(t) a vybrat optimalni feSeni.

Popisovany postup je zalozen na myslence postupného rozkladani mnoziny vsech reseni
na mensi skupiny, ze kterych pouze nékteré budou mit sanci obsahovat optimalni feseni.

Rozkladem mnoziny 7 rozumime systém {7!,... 7%} jeho disjunktnich podmnozin,
které jej pokryvaji:
79 C 7, pro véechna j = 1,...,k,

T'N7 =10, pro i # j,

Uri=r

j=1
Necht tedy Ry = {7},..., 7"} je rozkladem mnoziny 7. Rozklad stejné mnoziny Ry =
{r3,... ,7'2’“2} je zjemnénim rozkladu R, jestlize pro kazdé j =1, ..., ky existuji prvky
b, 1o (L > 0) rozkladu Ry takové, Ze

o=
1=l

Piedpokladejme, Ze pro kazdy prvek n&jakého rozkladu R = {7!,... 7%} umime spo-

¢itat dolni a horni odhady kriteridlni funkce
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b(17)
B(77)

< C(t) pro vSechna feseni t € 77, a
>

C(t) pro vSechna feseni t € 77.

Potom je ziejmé, Ze existuje-li v takovém rozkladu R prvek 7/ takovy, Ze

(i) |77| =1 (t.j. 77 je jednoprvkovd mnozina),

(ii) B(7?) < b(7") pro viechna i = 1,... k,

potom 77 obsahuje optimalni feseni.

Metoda vétvi a mezi je zalozena na konstrukci posloupnosti rozkladt R, R, ... tako-
vych, ze R; je vzdy zjemnénim rozkladu R, ;. Vzhledem k tomu, zZe obvykle je tato
posloupnost konstruovana tak, ze R; vznikne z rozkladu R;_; tim, Zze jednu mnozinu
T € R;_1 rozlozime na mensi podmnoziny, odpovida tento proces vetveni. Meze z nazvu
metody jsou pak v kazdém kroku pocitané dolni a horni odhady kriterialni funkce. Po-
stup samoziejmé postupuje tak dlouho, dokud neni zkonstruovan rozklad, jehoz jeden
prvek spliiuje vlastnosti (i) a (ii). Potom méme zaruceno, Ze v této mnoziné existuje
optimalni feseni a postup kondi.

[lustrujme si nyni postup metody vétvi a mezi pti konstrukci optimalniho rozhodova-
ciho stromu z datového souboru. Budeme i nadéle predpokladat, ze datovy soubor tvori
rozhodovaci tabulku, ktera je jednoznacna, neboli rozlisuje uvazovanou alternativu.

Prvni konstruovany rozklad Ry = {7!,..., 71"} bude v kazdé mnoziné 7 obsahovat
rozhodovaci stromy, jejichz kofeniim je prifazena stejna otazka

7—11' = {(G7Q>p> a) : q(uo) = Ql}

Jakym zpiisobem poéitat dolni odhad stfedni délky stromii z mnoZiny 7{? UvaZujme
libovolny rozhodovaci strom (G, g, p, &) z této mnoziny. Kdyby vSechny uzly na trovni 1
byly listy, potom by stfedni délka tohoto stromu byla 1. Jestlize vSak néktera z odpovedi
r na otdzku q(ug) je konzistentni se sloupci tabulky, kterym jsou pfifazena rozdilna
rozhodnuti, potom uzel u, pro ktery

p((UQ - U)) =T,

nemuze byt listem ve stromu konzistentnim s datovym souborem a musi na néj byt
“navésen” rozhodovaci podstrom konzistentni s tabulkou tvofenou jenom témi sloupci,
které jsou konzistentni s r. Pro omezeni stiedni délky tohoto podstromu pouzijeme

odhad
H(pu(a)) <log(2) > 7T(w)f(w)
weW
3 Jestlize na nékterou otazku uvazovaného detektoru je vice otazek nez dvé, potom 2 v tomto

odhadu nahradime maximalnim poc¢tem odpovédi na jednu otazku.
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kde p,(a) je pravdépodobnostni (respektive ¢etnostni) rozlozeni rozhodnuti ve sloupcich
konzistentnich s odpovédi p((uy — w)) = r. Vzhledem k tomu, ze tento podstrom
prispiva k celkové stfedni délce uvazovaného rozhodovaciho stromu pouze s vahou
p(u), maji véechny rozhodovaci stromy z 7{ stfedni délku alespoti

b =1+ Y 2 pp, ().

u€l (ug) 10g(2)

Pro vytvoreni rozkladu Ry vybereme z Ry = {7},...,7/"} podmnozinu 7 s nejnizsi
hodnotou b(7}). Nalezneme uzel u € T'(ug), pro ktery je (p,(a)) pozitivni (v tom piipads
obsahuji sloupce konzistentni s odpovédi p((ug — u)) vice neZ jedno rozhodnuti) a
mnoZinu 7; rozdélime do podmnozin tak, Ze kazd4a podmnozZina obsahuje rozhodovaci

stromy, ve kterych je uzlu u pfifazena stejnd otézka. Rozklad Ry = {73, ... Ty 21 je
pak tvofen viemi mnozinami rozkladu Ry = {7},..., 7"} s v§jimkou mnoziny 7/ a

mnozinami, na které jsme 7} rozlozili. Co maji vSechny mnoziny rozkladu R, spoletné
je skutecnost, ze zacatky vsech rozhodovacich stromi v kazdé podmnoziné rozkladu
jsou stejné. Muzeme tedy dolni odhady stfedni délky rozhodovacich stromid pro nové
podmnoziny spocitat zptisobem podobnym, jako jsme poditali hodnoty b(7).

Horni odhady stfedni délky rozhodovacich stromt obsazenych v T; muzeme pocitat
pouze v pripadé, ze mnozina obsahuje jiz pouze stromy konzistentni s danym datovym
souborem; v tom piipadé spolecny zacatek vSech stromi je jiz sdm stromem konzistent-
nim s datovym souborem a my mutzeme takovou mnozinu povazovat za jednoprvkovou.

2.5 Cviceni

1. Ukazte, ze alternativa A je rozlisitelnd v dané rozhodovaci tabulce, jestlize pro
kazdé dva sloupce, které obsahuji rozdilné rozhodnuti v fadce odpovidajici A,
existuje také radek odpovidajici néjaké otazce, ktery obsahuje v prislusnych sloup-
cich rizné odpovedi.

2. Navrhnéte rozhodovaci tabulku, s niz bude konzistentni vice nez jedna rozho-
dovaci funkce. Umite charakterizovat rozhodovaci tabulky, ke kterym existuje
jedina konzistentni rozhodovaci funkce?

3. Uvazujte rozhodovaci tabulku

@Q:/0 0 0 0 1 1
@10 1 1 1 1 0
Q310 1 1 0 0 1
Q10 0 1 1 0 O
Rozhodnuti | + + + - - -
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a sestrojte pro ni rozhodovaci strom. Mtizete Tici néco o jeji optimalité?

. Ukazte, Ze jsou-li vSechny otazky binarni, ma jakykoliv rozhodovaci strom vzdy

o jeden list vice nez netermindlnich uzlt. (Ndvod: PouZijte matematickou indukci
podle poctu uzli grafu.)

. Jisté jste si uvédomili, Ze vyse uvedeny primy algoritmus pro konstrukei rozhodo-

vacich stromi sestroji rozhodovaci strom vzdy, kdyZz vstupni rozhodovaci tabulka
rozliSuje uvazovanou alternativu. Navrhnéte takovou tpravu tohoto algoritmu,
aby mohl zpracovavat i rozhodovaci tabulky, které tuto alternativu nerozlisuji.

. Ukazte, Ze algoritmus A* je specidlnim ptipadem metody vétvi a mezi. (Ndvod:

Rozklady na mnozZiné resent jsou vytvdareny tak, Ze kazZda podmnozZina resent je
urcena posloupnosti hran, které tvori zacdatek vSech teseni do podmnoZiny patiict.)
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Kapitola 3

Linearni rozhodovaci funkce

Rozhodovaci stromy jsou jednim typem efektivni reprezentace rozhodovacich funkci. To
je také jeden z hlavnich divodi, proc jsme se jim v minulé kapitole tolik vénovali. Nyni
se budeme zabyvat jinym zptsobem, ktery muze byt v nékterych situacich jesté efek-
tivnéjsi. Pro jeho pouziti vsak budeme pozadovat, aby odpovédi na vSechny uvazované
otazky byly ¢iselné hodnoty, nebo aby byly pomoci ¢isel zakédovany. V tom pripadé
si totiz mizeme jakoukoliv kombinaci vSech odpovédi na N otézek (Q1,...,Qx) pred-
stavit jako bod v N-dimenzionalnim eukleidovském prostoru se vSemi vyhodami, které
z toho plynou. Pak totiz miizeme uvazovat naptiklad eukleidovskou vzdalenost mezi
dvéma kombinacemi odpovédi.

Uvazujme detektor (Q1,...,Qy), jehoz vSechny odpovédi jsou redlna cisla a néjakou
rozhodovaci funkci

d: XfLQz‘ — {a17a2};

rozlisujici dvé rozhodnuti a; a as. Rikame, Ze tato rozhodovaci funkce je linedrni, jestlize
existuji redlna ¢isla (wy, ..., wy,wyi1) takova, ze

N
ai jestliie Sriw; < —WN+1,
_ =1
d(?“l,...,Y’N)— ¢

N
as jestlize Y ryw; > —wpnyq.
i=1

Poznamka. Uvédomme si, Ze vzhledem k tomu, Ze stale uvazujeme konecény detektor
s kone¢nymi mnozinami odpovédi, je jedno, zda uvazujeme obé vysSe uvedené nerovnosti
ostré, ¢i zda v jedné z nich pripustime rovnost.

37
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3.1 Rozhodnuti linearné separabilni

V tomto odstavci si popiSeme metodu, ktera umoznuje nalézt pozadované konstanty
(wy, ..., Wy, wyny1) V piipadé, Ze linedrni rozhodovaci funkce existuje, tedy v piipadé,
kdy jsou rozhodnuti a; a as linearné separabilni. Podobné jako v minulé kapitole bu-
deme predpokladat, ze mame k dispozici datovy soubor, ktery pro hledani linearni
rozhodovaci funkce pouzijeme.

Oznacme si M pocet vektorti uvazovaného souboru. Kazdy vektor je tvoren NN ¢isly,
N odpovédmi na otazky (Q1,...,Qy). Dalsi symbolika se ndm zjednodusi, jestlize si
v8echny tyto vektory prodlouzime o jednu soufadnici a jako (/N 4 1). hodnotu kazdého
vektoru dosadime ¢islo 1. Uvazovany datovy soubor je tedy tvoren vektory Vi, ..., Y,
z nichz kazdy ma N + 1 soufadnic. O kazdém z nich predpokladame, ze vime, které
rozhodnuti je pro néj spravné, neboli predpokladame znalost hodnot rozhodovaci funkce
d(Y;) pro vSechna i = 1,..., M. Nasim cilem je nalézt vektor W délky N + 1 takovy,
ze

(W,Y;)) <0 <<= dY;) = ay,
(W, Y:)) >0 <— d(Y;) = as,

kde symbolem (W,Y;) znacime skaldrni soucin vektortt W a Y[||

Hledany vahovy vektor W = (wy, ..., wx,1) nalezneme pomoci nasledujiciho jednodu-
chého algoritmu.

1Skalarni soucin (W,Y) dvou vektort W = (w1,...,wn11) @Y = (y1,...,yn+1) je definovan
N+1
WY) = Zl Wiy
j=
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Vypocdet linearni rozhodovaci funkce

I. Inicializace. W = (0,...,0,0); i = nom = 0.

II. Cyklus.
1.9 =141, nom = nom + 1; IF ¢ > M THEN
1 =1.

2.IF W)Y;) <0 & d(Y;) = a; THEN
W =W +Y;; nom = 0.

IF (W)Y;) >0 & d(Y;) = a; THEN
W =W —Y;; nom = 0.

3. IF nom = M THEN STOP ELSE GOTO 1.
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Tvrzeni 2. Jestlize v datovém souboru jsou tfidy prifazené jednotlivym vektoram li-
nearné separabilni, t.j. existuje linedrni rozhodovaci funkce realizujici rozhodnuti d(Y;)
prifazena vektorim daného datového souboru, potom vyse uvedeny algoritmus nalezne
pozadované Teseni po konecném poctu krokt.

Diikaz. Definujme si nekonecnou posloupnost vektortt Y} pro j = 1,2, 3, ... nasleduji-
cim zptisobem

Y! =

J

=Y, pro i=(j—1mod M)+ 1 jestlize d(Y;) = a1
Y; pro i=(j—1mod M)+ 1 jestlize d(Y;) = as.

Pti takto definované posloupnosti algoritmus pfi modifikaci vahového vektoru W vek-
torem Y; vlastné vzdy pricita vektor Y, a nikdy jej neodecita. Pfitom modifikace je

provadéna v situacich, kdy (W,Y/) <0.

Piedpokladejme, ze existuje néjaky vektor W*, ktery definuje odpovidajici rozhodovaci
funkci d. Pro néj tedy
(W*Y;) <0 jestlize d(Y;) = ay

(W=Y;) > 0 jestlize d(Y;) = as.
Pro vSechny vektory Y} tedy plati

(W= Y]) > 0.

Diikaz pozadovaného tvrzeni provedeme sporem. Budeme tedy predpokladat, ze tvrzeni
neplati. V tom pfipadé nami uvazovany algoritmus nenalezne spravny vahovy vektor po
koneéném poctu krokt, coz znamend, ze z nekone¢éné posloupnosti Y/, Y, ... mizZeme
vybrat opét nekonecnou podposloupnost téch vektora Y/, které v prubéhu prace algo-
ritmu modifikuji poc¢itany vahovy vektor. Oznac¢me si tuto vybranou podposloupnost
Y1,Ys,.... Tu jsme tedy zkonstruovali tak, Ze plati (pfi pouziti Wy = (0,...,0,0)):

(i) Wi=W,4 +Y,,
(if) (Wi1,Y;) <0,

pro vSechna pfirozend ¢isla i = 1,2, . ... Proto z (i) dostavame okamzité

(i) Wi = > Y.

Vsechny tyto vlastnosti vyuzijeme k odvozeni sporu.

2(K mod M) oznacuje zbytek po celo¢iselném déleni ¢isla K &islem M.
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Oznacéme si

b= min (Y] W),
=1,..,M

i=1,...,

.....

Potom z linearity skaldrniho sou¢inu dostavame
(Wi, W) =Y (Y, W*) > .
j=1

7 této nerovnosti, pomoci znamé Schwartzovy nerovnosti

(Wi, W2 <[l W3 1) W |7,

dostavame b2
Wi P> @i
Z W2
Naproti tomu z rovnice -
Wi=W,1+Y,;

dostavame
| Wi [P=1l Wit IIP +2(Winy, Yo+ || Y [P<|| Wiy IIP + || Y5 |17,

nebot vime, Ze

(Wi—1,Y,) <0.

Z toho muZeme odvodit nerovnosti

Wi 12— || Wizt IP<I1Y5 |2,

Wi ll? =l Wit [P+ [ Wi 2 = | Waa [P<) Y P 4 || YViea [P,

[Will> = I Wit P+ Wit [P = (| Wisa [P+ [| Wia [P = [| Wis 1<
<NY P+ Yia P+ YVia 1%,

a tak dale az dostaneme

7
Wi 12 = | Wo [P=Il Wi [IP< D2 1Y |1P< B2,
=1
nebot || Wy ||= 0.
3| Y || oznaguje normu vektoru Y definovanou || Y ||= /(Y. Y).

41
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Odvodili jsme tedy nerovnosti

b2
2 <|| W; ||*< iB?
S I

které nemohou byt splnény pro nekonec¢né mnoho ¢isel 7, ¢imz jsme ukazali, Ze algorit-
mus musi skoncit po kone¢ném poctu kroki. 0

3.2 Piiklady

Nyni si ukdzeme dva priklady ilustrujici praci uvedeného algoritmu.

1. priklad

Za¢néme s jednoduchym piikladem, kdy “datovy” soubor (¢i rozhodovaci tabulka) je
dan ¢tyrmi vektory o dvou soutradnicich:

Pribéh vypoctu algoritmu pro vypocet linearni rozhodovaci funkce je v nasledujici
tabulce

krok i nom W Y; (W, Y;)

00 0 (0,00

11 0 (0,00 (00,0) 0 modifikace
2 2 1 (0,0-1) (1,01) -1

3 3 0 (00-1) (0,1,1) -1 modifikace
4 4 1 (010 (1,1,1) 1

5 1 0 (01,00 (0,0,1) 0 modifikace
6 2 1 (01-1) (1,01) -1

73 0 (01-1) (0,1,1) 0 modifikace
8§ 4 1 (020 (1,1,1) 2

9 1 0 (0,2,0) (0,0,1) 0 modifikace
10 2 1 (02-1) (1,01) -1

11 3 2 (02-1) (011) 1

12 4 3 (02-1) (LL1) 1

13 1 4 (02-1) (0,01) -1
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2. priklad

Zkusme, jak se zachova tento algoritmus, kdyz s jeho pomoci za¢néme zacneme zpra-
covavat nasledujici tabulku obsahujici tridy linearné neseparabilni.

Q|2 1 0 0 2
Q|1 0 1 20
Q|0 1 1 10
I+ + + - -

Prace algoritmu pro vypocet linearni rozhodovaci funkce je zaznamenan v nasledujici
tabulce

krok i nom %% Y; (W, Y:)

0 0 0 (0,000

11 0 (0,000 (21,01) 0  modifikace
2 2 1 (2101) (1,011 3

33 2 (2101 (0,1,1,1) 2

44 0 (2101 (021,1) 3  modifikace
5 5 0 (2,-1-1,0) (2,0,0,1) 4 modifikace
6 1 0 (0-1-1-1) (21,01) -2  modifikace
7 2 1 (20-10) (1,01,1) 1

8 3 0 (2,0,-1,0) (0,1,1,1) -1 modifikace
9 4 0 (2,1,0,1)  (0,2,1,1) 3 modifikace

Podivame-li se na obsah této tabulky pozornéji, vidime, ze fadky obsahujici 4. a 9.
krok jsou (samoziejmé kromé ¢isla kroku) totozné. Znamend to tedy, Ze se vypocet
zacyklil, coz je v souladu s Tvrzenin 2. Zadané vektory jsou tedy skutecné linearné
neseparabilni.

3.3 Rozhodnuti linearné neseparabilni

Dokazané tvrzeni vypovida o situaci, kdy existuje linearni rozhodovaci funkce, ktera
dovede spravné zatadit vsechny situace vyskytujici se v datovém souboru. Ovsem ote-
viend je otazka, co délat, kdyz pro dany datovy soubor takova linearni rozhodovaci
funkce neexistuje. V tom pripadé se musime zamyslet, pro¢ se snazime nalézt linedrni
rozhodovaci funkci pro uvazovany problém, kdyz neexistuje zadné ani pro dany datovy
soubor. V podstaté je tfeba rozlisit dvé nasledujici zakladni situace.
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V pripadé, ze datovy soubor je dosti kvalitni a nepredpokladame, ze se v ném mohou
vyskytovat chyby, je vhodné hledat prekédovani odpovédi na otazky tak, aby line-
arni rozhodovaci funkce existovala. V tom pfipadé doporucujeme uvazovat nejenom
nelinedrni funkce jedné proménné (jako napiiklad mocniny), ale i funkce nékolika pro-
ménnych. Znamena to, ze doporuc¢ujeme prekédovavat nékolik “souradnic” najednou.

Casto se vSak setkdme se situaci, kdy musime pFipustit, Ze neexistence linedrni rozho-
dovaci funkce je zptisobena chybovosti v datech, tzv. zasumeénymi daty. Neni vzacnosti,
ze se v jednom datovém souboru vyskytnou dva pripady popsané stejnou kombinaci
odpovédi na vSechny otézky a presto jsou jim pfipsana rtzna rozhodnuti. Potom mu-
zeme hledat linedrni (¢i nelinearni) rozhodovaci funkei, kterd se pro dany datovy sou-
bor dopusti nejmensiho mozného poctu chyb. Obecné se tomuto problému zacneme
podrobné vénovat v nasledujici kapitole. Zde si jenom uvedeme modifikaci vyse uvede-
ného algoritmu, kterd je pouzitelna i na datové soubory, které nesplnuji predpoklady
vyse uvedeného tvrzeni.

Modifikovany algoritmus pro vypocet linearni
rozhodovaci funkce

I. Inicializace. W = (0,...,0,0); i = n = nom = 0.

II. Cyklus.
l.i=1+1;n=n+1; nom =nom + 1,
IF : > M THEN ¢ = 1.

2.IF (W,_1,Y;) <0 & d(Y;) = a THEN
W, =W,_1+ %Yi; nom = 0.

IF (W,_,,Y;)) >0 & d(Y;) = a, THEN
Wn Wn 1
IF (W,_1,Y;) >0 & d(Y;) = a; THEN

Wn:Wnl Y;,nom—O

IF (W, ,,Y)) <0 & d(V;) = a; THEN
Wn = anl-

3. IF nom = M THEN STOP ELSE GOTO 1.

U tohoto algoritmu si musime uvédomit, ze v pripadé, ze linearni rozhodovaci funkce
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neexistuje, tak algoritmus neskonéi piikazem STOP v kroku 3. Za vysledek vypocet-
niho procesu povazujeme vahovy vektor W, ke kterému posloupnost pocitanych vaho-
vych vektori W, konverguje. V praxi to znamené, ze musime proces nechat dostatecné
dlouho pocitat a jakmile budou zmeény jiz dostatecné malé, tak proces ukonc¢ime. Mu-
sime si vSak uvédomit, ze uvazovana modifikace vyrazné prodluzuje ¢asovou narocnost
algoritmu.

3.4 Poznamka o neuronovych sitich

Na tomto misté by mohla byt zarazena rozsahla kapitola o neuronovych sitich, které
jsou vlastné slozeny z linedrnich neuronti - linedrnich rozhodovacich funkci. Neni, nebot
se v tomto textu z pochopitelnych divodi nemtizeme zabyvat vSsemi metodami pou-
zivanymi pro zpracovani znalosti v umélé inteligenci. Nicméné poznamenejme, Ze se
jednd o pomérné silny a ¢asto pouzivany nastroj. Neuronova sit, zjednodusené feceno,
je vlastné systém linearnich rozhodovacich funkci vhodné propojenych tak, ze vystupy
nékterych (t.j. jejich funkéni hodnoty) tvoii vstupy (argumenty) jinych. Tak napiiklad
na néasledujicim obrazku je nakreslena sit, ve které uzly ap, as, az jsou jednoduché li-
nearni rozhodovaci funkce kazda o dvou argumentech. Vysledky vSech téchto funkci
tvori argumenty funkci by a b3. Funkce by,b4 jsou, jak je patrno ze schematu, opét
pouze dvouargumentové. Hodnoty vypocitané funkcemi by, by, b3, respektive bs, b3, by
jsou dale zpracovavany linearnimi funkcemi c¢; respektive co. Jejich vysledky pak tvofi
vstup pro vlastni funkci d, ktera je neuronovou siti z naseho obrazku realizovana.
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Neni tézké ukézat, ze takovymto propojenim linearnich funkci dostavame vysledné
funkci, ktera jiz nemusi byt linearni. Teorie neuronovych siti je v soucasné dobé jiz po-
tohoto pristupu, je pravé teorém, ktery rika, Ze libovolnou funkci lze libovolné piesné
aproximovat dostatecné bohatou neuronovou siti.

P1i studiu linearnich rozhodovacich funkei jsme se zabyvali moznosti automatického
hledani prislusnych koeficient; tzv. u¢enim linearni funkce. Poznamenejme, Ze i v ob-

vvvvvv

patfi¢na pozornost.

3.5 Cvicleni

1. Necht r! = (r},...,rk) je soubor odpovédi na otazky (Q1,...,Qx) typicky pro
t¥idu a;. Obdobné, necht r? = (r2,...,7%) je soubor odpovédi typicky pro ti{du
az. Uvazujte rozhodovaci funkei d(r)
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d: X¥,Qi — {ay, a2},
takovou, ze

dr) =4 @ jestlize dist(r',r) < dist(r?, r),

| ag jestlize dist(r!,r) > dist(r?, r),

kde dist(r,r’) znaci eukleidovskou vzdéalenost bodt r a r’. Ukazte, ze tato rozho-
dovaci funkce je linearni.

2. Dokazte, ze neexistuje linearni rozhodovaci funkce konzistentni s nasledujici roz-
hodovaci tabulkou.

Q.0 2 2 1 2 0
Q0 2 0 1 1 1
Q;10 2 0 1 1 2

‘Ch apr a1 az Gz Qa2

Pouzijte pro tuto situaci modifikovany algoritmus uvedeny v zavéru kapitoly. Co
muzete Fici o vlastnostech linearni funkce, kterou ziskate pomoci tohoto algo-
ritmu?

3. Ukazte, ze pro nasledujici zrychleny algoritmus plati také Tvrzeni 2.

Zrychleny algoritmus pro vypocet linearni
rozhodovaci funkce

I. Inicializace. W = (0,...,0,0); i = nom = 0.

II. Cyklus.
1.9 =141, nom = nom + 1; IF ¢ > M THEN
1=1.
2. IF d(Y;) = a; THEN WHILE (W)Y;) <0
DO W =W +Y;; nom = 0.
IF d(Y;) = a; THEN WHILE (W,Y;) >0
DO W =W —Y;; nom = 0.

3. IF nom = M THEN STOP ELSE GOTO 1.
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4. Obdobné jako ve cviceni ¢islo 1 uvazujte reprezentanty r' = (ri, ..., ry) L
tfid (aq,...,ar). Uvazujte rozhodovaci funkci d(r) kterd opét piitazuje vektoru
r = (ry,...,ry) tu tiidu a;, jejiz reprezentant r' = (ri,... r%) je ve smyslu euk-

leidovské metriky nejblize k r. Naleznéte rozhodovaci funkci, ktera tento zpiisob
rozhodovani realizuje.

Pokuste se zobecnit dosazeny vysledek a definujte, kdy je rozhodovaci funkce
d . X]\Lle e {al,. .. ,(ZL},

(2

linearni.

3.6 Literatura
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Kapitola 4

Chyba rozhodovani

V zavéru minulé kapitoly jsme uvedli algoritmus pro hledani linearni rozhodovaci funkce
i v pfipadé, ze pro datovy soubor, ktery je pro hledani rozhodovaci funkce pouzit, ta-
kova rozhodovaci funkce neexistuje. Znamena to, Ze jsme se smifili s myslenkou, ze
navrzend rozhodovaci funkce nebude rozhodovat vzdy spravné. Ve skutecnosti situace,
kdy muzeme nalézt funkci rozhodujici bezchybné, jsou vzacné. Proto se nyni za¢neme

vvvvvv

vani.

4.1 Pripustné rozhodovaci funkce

Abychom mohli chybu rozhodovani definovat, budeme predpokladat, Ze zname prav-
dépodobnostni distribuci P definovanou na (N + 1)-rozmérném kartézském soucéinu

Xi]\ilQiX{ahCQ}'

Obdobné jako v minulé kapitole za¢iname tedy i zde s jednoduchou situaci, kdy uva-
zované rozhodovaci funkce rozlisuji pouze dvé rozhodnuti.

Pro zjednoduseni symboliky si oznac¢ime
Q= Xi]\ilQi-
Uvazovana pravdépodobnostni distribuce P je tedy definovana na

Q >< {CLl, CLQ}.

49
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Pro kazdou rozhodovaci funkeci

d:Q— {@1,0@}7

rozlisujici dvé rozhodnuti a; a a; mizeme definovat pravdépodobnosti chyb dvou druh.
Prvni zahrnuje situace, kdy skutecnost odpovida a; a rozhodovaci funkce d navrhuje
pfijmout rozhodnuti as. Tuto chybu oznad¢ime symbolem py(a; — az) a budeme ji
pocitat podle vzorce

pa(a; — ag) = Z P(rlay) = Z P(r|ay)d(d(r),az) =

reQ:d(r)=az reQ

= > P(rla)(1 = d(d(r),a1)),

reQ

kde symbolem d(a, b)f| budeme v této kapitole oznacovat funkei definovanou

] 1 jestlize a = b,
&mm_{Oj%m%a#h

Obdobné
palas — a1) = Y P(rlag) = > P(rlas)(1 —d(d(r),as))

reQ:d(r)=a1 reQ

oznacuje pravdépodobnost chyby nastavajici, kdyz se dopoustime chyby pii pouziti
rozhodovaci funkce d a rozhodujeme se pro a;.

Zdiraznéme na tomto misté, ze zavedené chyby py(a; — az) a pg(as — a1) zavisi nejen
na (v indexu vyznacené) rozhodovaci funkci d, ale téZ na pravdépodobnostni distribuci
P, kterou nyni povazujeme za pevné danou. Kdyby se tato distribuce zménila, zménily
by se samoziejmeé i obé tyto chyby.

Oznacme si D rodinu vSech uvazovanych rozhodovacich funkci
D={d:Q—{ay,az} }.

Budeme fikat, Ze rozhodovaci funkce d; € D dominuje rozhodovaci funkci dy € D,
jestlize bud

P, (as — a1) < pay(as — a1) a soucasné py, (a3 — az) < pa,(ay — az),
nebo

Pd, (a2 - al) < pdz(a2 — al) a soucasné pd1<a1 — az) < pd2(a1 — CL2)'

Ltzv. Croneckerovo §
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Budeme tikat, ze rozhodovaci funkce d € D je pripustnd jestlize v D neexistuje rozho-
dovaci funkce, ktera by dominovala funkci d.

Piiklad. Uvazujme Q = {0, 1}. Potom existuji ¢ty¥fi rozhodovaci funkce D = {dy, ds, d3,
d4}7
di : {0,1} — {a1, a2}

Jedné se o funkce

di(0) =a1, di(1) = ay,
d2(0) = ay,  do(1) = ao,
d3(0) = ag,  d3(1) = ay,
ds(0) = as,  dy(1) = as.

Z definice pg4,(a; — as—;) dostavame

pa; (a1 — az) pa;(az — ay)
dl 0 P(O|CL2) + P(1|a2)
ds P(1|a;) P(0]as)
d3 P(0|a1) P(l‘CLQ)
d4 P(0|a1) + P(].|CL1) 0

Je tedy zfejmé, ze obé chyby skutecné zavisi na uvazované distribuci P. Napiiklad pro
distribuci P

P ay asg
0102 0.3
1101 04

jsou tyto chyby obsazeny v nasledujici tabulce. Z ni vidime, Ze rozhodovaci funkce dy, ds
a d4 jsou pripustné, zatimco funkce dz neni pfipustnd, nebot je dominovéana funkeci ds.

pro P | pg, (a1 — as) pa,(az — aq)

a 0 1
d; 5 :
ds 5 7
d, 1 0
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Jestlize vSak misto distribuce P budeme uvazovat distribuci P,

]5 aq a9
0101 0.3
1102 04

ktera se od P lisi pouze prohozenim hodnot v prvnim sloupci, dostavame

pro P | pg(a1 — az)  pa,(ay — ay)
dy 0 1
2 3
dy 3 7
1 4
ds 3 7
d, 1 0

a tedy vSechny ¢tyfi rozhodovaci funkce jsou pripustné.

Tvrzeni 3. Jestlize existuji pozitivni ¢isla w(ay) a w(ay) takova, ze rozhodovaci funkce

a; jestlize P(r|a;) > zEZSP(ﬂag),

ay jestlize P(r|a;) < “92) P(r|ay),

w(a1)

d(r) =

potom je tato rozhodovaci funkce ptipustna.

Poznamka. Pozorny ¢tenar si jisté povsiml, ze v uvedeném tvrzeni se vyskytuje pouze
pomér vahovych vektort (w(az)/w(ay)) a ze bychom tedy mohli vyzadovat existenci
pouze jediného ¢isla. Nicméné, uvazovani dvojice vah w(a;) a w(az) vyplynulo z his-
torie vyvoje pouzitého statistického rozhodovaciho modelu a navic budeme pritazovat
vaham w(aq), w(az) uréity vyznam.

Diikaz. Uvazujme sumu

w(ay)pa(ar — ag) + w(az)pa(az — a1) =

= > w(ay)P(r|ar)d(d(r), az) + Y wlaz)P(rlaz)d(d(r), ar) =

reQ reQ

= Z(:Q [w(a1) P(r|ar)d(d(r), az) + wlag) P(rlaz)d(d(r), a1)],
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kde hodnoty w(a;) a w(az) odpovidaji pfedpokladium dokazovaného tvrzeni. Vzhledem
k tomu, Ze pro vSechna r € Q

3(d(r),as) + d(d(r),a1) =1,
pfispiva do uvedené sumy kazdé r € Q bud hodnotou w(a;)P(r|a;) (je-li d(r) = as)
nebo hodnotou w(az)P(r|asz) (v opatném piipadé). Z predpokladu
a; jestlize w(ay)P(r|ay) > w(az)P(r|as),
) = { as jestlize w(ay)P(r|ay) < w(az)P(r|as),
tak vyplyva, ze uvazovana rozhodovaci funkce minimalizuje hodnotu
w(ay)pg(ar — az) +w(az)pa(az — ay).

Neexistuje tedy rozhodovaci funkce d', pro kterou by tato hodnota byla mensi.

Jestlize si vzpomeneme na analytickou geometrii probiranou na stiedni skole, uvédo-
mime si, Ze hodnota

w(ar)pa(ar — az) +w(az)pa(ag — a1)
je umeérna vzdalenosti bodu
[pa(ar — az), pa(ag — ay)]

od pfimky prochazejici po¢atkem a majici smérnici (—w(ai)/w(az)). Vime tedy, zZe
nemiize existovat rozhodovaci funkce d', a ji odpovidajici bod

Dy (a1 — az),py (a2 — a1)],

ktery by byl blize k této ptfimce. Vzhledem k tomu, ze pfimka mé zapornou smérnici,
nemtze byt pro zadnou rozhodovaci funkci

Py (ae — a1) < palas — a1) & py(ar — az) < pa(ar — az)

ani
pd’(a2 — Cll) < pd(az - a1) & Pd’(al — Cl2) < pd(al — CLQ)-

4.2 Optimalita rozhodovacich funkci

Pomoci hodnot w(a;) a w(ay) mizeme také charakterizovat dvé specialni rozhodovaci
funkce majici mezi vSemi piipustnymi funkcemi vyjimecné postaveni. Jednou z nich
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je bayesovsky optimalni rozhodovaci funkce, ktera minimalizuje celkovou stredni chybu
rozhodovdni definovanou

ep(d) = P(a1)pa(ar — ag) + P(az)pa(as — a1) =

- > Z(:QP a;)P(rla;)(1 — d(d(r), a;)) =

= >3 Pra)(1 - (d(r), a;)).

i=1reQ

Hledéme-li tuto rozhodovaci funkci, pak volime w(a;) = P(a;) a w(az) = P(asg).

Rozhodovaci funkci optimalni vzhledem ke kritériu mazimalni vérohodnosti dostavame,
jestlize zvolime w(a;) = w(ay) = 1. Potom je samozfejmé minimalizovana hodnota

pd(al — az) +pd(a2 — a1)-

Jiny zptsob vybéru optimalni rozhodovaci funkce mezi pripustnymi funkcemi budeme
pouzivat, jestlize budeme znat rizika, ktera podstupujeme pii Spatném rozhodovani.
V mnoha pripadech totiz nejsou chyby symetrické. Je ziejmé, ze chyba které se do-
pustime, jestlize ptij¢cime nespolehlivé osobé, ktera nam pujcku nevrati, je zcela jiného
charakteru nez chyba odpovidajici situaci, kdy nepij¢ime spolehlivé osobé. V takovych
situacich zavadime hodnoty takzvané ztratove funkce

0:{ay,as} x {ay, a2} — (0,400),

kterou hodnotime ztratu nastavajici v situaci, kdy spravné rozhodnuti je a; a my se
rozhodneme pro a,, ¢i naopak. Potom mutzeme definovat celkovée riziko ¢i celkovou
stredni ztrdtu vyrazem

Rp(d) = ZZP )€(ai, d(x ))

= lrEQ

= Z > P(a;)l(a;, d(r))P(r|a;).

i=1reQ

Z vyse uvedenych vyrazi okamzité plyne, jak volit prislusné vahové vektory pii kon-
strukei optimdlnich rozhodovacich funkei. Za predpokladu, Ze £(a,a) = 0 je tedy opti-
malni rozhodovaci funkce urcena opét ve znamém tvaru

ai jestliie E(al,ag)P(r|a1) > E(ag,al)P(r|a2),
opt(T) =

as jestlize €(ay, az)P(r|ar) < €(az,ar)P(r|as).

1Samoziejmé, 7e ve vétsing pifpadi volime £(a, a) = 0.
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4.3 Rozhodovani za neurcditosti

Vsechny vyse uvedené uvahy byly ovsem zalozeny na predpokladu, ze zname pravdépo-
dobnostni rozlozeni popisujici situaci, za které mame rozhodovat. Tento predpoklad je
bohuzel ve vétsine situaci neredlny. Velice casto se musime spokojit s nepiesnou znalosti,
kterd neurcuje prislusnou distribuci jednoznac¢né, ale vymezuje pouze, ze “spravna’
pravdépodobnostni distribuce patii do néjaké t¥idy distribuci II. Jak se zachovame
v tomto pripadé?

Castym, nikoliv vSak nejlep$im fesenim byva pouziti principu mazimdini entropie zva-
ného téz principem mazximdlni neurcitosti. Podle n€j vybereme z II distribuci Py s nej-
vyssi Shannonovskou entropii

Pell Pell pcferr

H(Py) = max H(P) —max( ZZP r,a;)log P(r, ))

a dale postupujeme, jako by distribuce Py byla ta prava.

P1i hledani optimalni rozhodovaci funkce je vS8ak mnohem spravnéjsi pouziti tak zva-
ného principu minimaxu, ktery si nyni vysvétlime.

Predpokladejme, Ze nasim cilem je nalézt bayesovsky optimalni rozhodovaci funkci.
Kdybychom znali distribuci P, snazili bychom se vybrat rozhodovaci funkci d minima-
lizujici hodnotu

= >3 Pr,a:)(1 = 6(d(x), a)).

1=1reQ

Jelikoz nevime, kterou P € II mame vzit do tivahy pfi hodnoceni rozhodovaci funkce,
muzeme vzit (pesimistické) kritérium odpovidajici maximalni mozné chybé, které se
mizeme dopustit

Ilgleaﬁiep mgl%(ZZPr a;)(1 = 6(d(r), a;)).
i=1reQ
Vzhledem k tomuto kritériu je optimalni rozhodovaci funkce
dopr = P(r,a;)(1—4(d i))-
OPT argmlnrgggzé a;)( (d(r), ai))
7 tohoto vyjadreni také vychazi pojmenovani principu “minimaxu”.

Vyse uvedené pouziti principu minimaxu vSak neni jediné mozné. Nejprve si pfevedme
vzorec vyjadiujici stfedni chybu rozhodovaci funkce do tvaru, ktery bude vyhodnéjsi
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pro dalsi avahy.

ep(d) = Z P(r,a;)(1 —6(d(r),a;)) =

i=1reQ
= ) Z:lP(r, a;) — ;P(r, a;)0(d(r),a;))| =
= (P(r) — P(r,d(r)))

reQ

Hledejme nyni konkrétni hodnotu rozhodovaci funkce dppr v bodé r tak, aby jeji
prispévek k vyse uvedenému vyrazu vyhovoval principu minimaxu. V tom pripadé
musime definovat

dopr(r) =arg min  max(P(r) — P(r,d(a))).

Na tomto misté je vhodné upozornit, ze obecné funkce dgpr a dopr mohou byt rzné.

Piiklad. Uvazujme stejné jako v minulém piikladu Q = {0, 1} a t¥idu II pravdépo-
dobnostnich distribuci IT = { Py, P»} definovanych na Q x {as, as}:

Py ap Qs I a;  as
r=0102 0.1 r=0101 06
r=1]04 0.3 r=1]01 0.2

Opét musime samoziejmé uvazovat vSechny ¢tyri rozhodovaci funkce

d1(0) =ay, di(1) = ay,
d2(0) = a1,  do(1) = ao,
d3(0) = ag,  d3(1) = ay,
ds(0) = ag,  d4(l) = as.

Nelézt bayesovskou optimélni rozhodovaci funkci ¢i rozhodovaci funkci optimélni ve
smyslu maximalni vérohodnosti pro obé tyto distribuce je snadné. V prvnim pripadé
pfifazujeme hodnoté r € Q to rozhodnuti, pro které je P(r, a;) vétsi. Tedy bayesovsky
optimalni jsou funkce d; pro P; a d4 pro Ps.
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Pti hledani rozhodovacich funkci optimalnich ve smyslu maximalni vérohodnosti po-
stupujeme obdobné, ale pouzivame tabulky obsahujici podminéné pravdépodobnosti

P1<I'|CLZ‘) a1 Qo PQ(I"GZ‘) a; Qo
— 1 1 _ 1 3
r=20 3 1 r=20 3 1
_ 2 3 _ 1 1
r=1 135 ;| r=1 13 %

a okamzité dostavame, ze v tomto smyslu jsou optimalni rozhodovaci funkce dy pro P,
a ds pro Ps.

Doposud jsme uvazovali pouze optimalitu vzhledem k jedné z distribuci. Nyni se bu-
deme zabyvat tématem tohoto odstavce, t.j. budeme uvazovat situaci, kdy nevime,
ktera z uvazovanych distribuci je spravna. Princip maximalni entropie nés vede k tomu,
abychom vybrali distribuci P, kterda ma entropii vétsi nez P, a dale uvazovali rozho-
dovaci funkci d; nebo ds, o kterych jsme ukazali, ze jsou v jistém smyslu optimalni pfi
P

Princip minimaxu nas vede k tomu, abychom spocitali pravdépodobnosti chyb ep, (d;)
pro vSechny ¢tyfi rozhodovaci funkce a obé distribuce. Uvedené hodnoty jsou v nasle-
dujici tabulce.

di | ep(di) ep,(di) | maxep(d;)
dq 0.4 0.8 0.8
ds 0.5 0.7 0.7
ds 0.5 0.3 0.5
dy 0.6 0.2 0.6

Z této tabulky vidime, ze dgpy = ds, nebot tato funkce minimalizuje hodnotu v po-
slednim sloupci.

Pti hledani funkce dppr hleddme hodnotu funkce dppr v kazdém bodé r € Q zvlast.
Hodnoty (P;(r) — Pj(r,a;)) = Pj(r,as_;) dosazujeme piimo z tabulek definujicich dis-
tribuce

(£5(0) = P5(0,0:)) | a1 ag (1) = Pi(1,a:)) | a1 as
= 0.1 0.2 P 0.3 04
P 0.6 0.1 B 0.2 0.1

To znamené, Ze pro jejich maximum dostavame hodnoty

max(P(r) — P(r,a;)) | a1 as

Pell
r=20 06 0.2
=1 03 04
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a tedy v tomto pripadé dostavame, ze i dopr = ds.

4.4 Cviceni

1. Kolik rtiznych rozhodovacich funkci

d: X]ile — {a,l,ag}

i
existuje, jestlize vSechny uvazované otazky (); jsou binarni?
2. Odvodte nutné a postacujici podminky pro to, aby konstantni rozhodovaci funkce
d(r) = a;
byla pripustna.

3. S vyuzitim vysledku z minulého cviceni charakterizujte situace, kdy existuje
pouze jedina pripustné rozhodovaci funkce.

4. Charakterizujte situace, kdy bayesovsky optiméalni rozhodovaci funkce je opti-
malni i vzhledem ke kritériu maximalni vérohodnosti.

5. Vime, ze rozhodovaci funkce d je optimalni vzhledem ke kritériu maximalni vé-
rohodnosti, jestlize

a; jestlize P(r|a;) > P(r|as),
dari(r) =
as jestlize P(r|a;) < P(r|as).
Ukazte, ze pro bayesovsky optimalni rozhodovaci funkci plati
a; Jjestlize P(ai|r) > P(ag|r),
dp(r) =

as jestlize P(ay|r) < P(ag|r).

6. Zobecnéte vzorce pro celkové riziko (¢i ztratu) rozhodovaci funkce pro alternativu
s obecnym poctem rozhodnuti.

4.5 Literatura

1. Hajek, P., Havranek, T., Jirousek, R.: Uncertain Information Processing in Ex-
pert Systems. CRC Press, Inc., Boca Raton, 1992.



Kapitola 5

Skladani ¢astec¢nych znalosti

V této kapitole se budeme zabyvat zptisobem reprezentace a skladani nejistych zna-
losti v expertnich systémech zalozenjch na pravidlech; v tak zvanych produkénich
systémech. Jako ptiklad si vybereme systém PROSPECTOR. Vzhledem k tomu, Ze se
budeme zabyvat jejich zakladnimi teoretickymi vlastnostmi, budeme si bazi znalosti
tohoto systému vyrazné zjednodusovat.

5.1 Pseudobayesovky pristup

Za béazi znalosti systému PROSPECTOR budeme povazovat systém pravidel typu [F—
THEN. Kazdé takové pravidlo

< IF E THEN H >

obsahuje dva jevy (¢i vyroky), jejichZ zavislost je pravidlem popisovana. Jev vyskytujici
se v podmince (v nasem piikladu jev E) budeme nazyvat antecendentem piislusného
pravidla. Obdobné druhy jev (H) budeme v dalsim nazjvat sukcedentem uvazovaného
pravidla. Aby nemohlo dojit k odvozovani v nekone¢ném cyklu, budeme predpokladat,
ze systém pravidel vytvari acyklicky orientovany graf. Tim rozumime, Ze jestlize vy-
roky vyskytujici se v antecendentech i v sukcedentech uvazovanych pravidel ztotoznime
s uzly grafu, do kterého doplnime hrany odpovidajici pravidliim, potom tento graf je
acyklicky.

Pro snazsi vyjadfovani budeme vyroky, které se vyskytuji v jednotlivych pravidlech,
povazovat za evidence nebo hypotézy. Pravidla, evidence i hypotézy v systému PRO-
SPECTOR mohou byt zatizeny nejistotou. Pii popisu a poc¢itani s nejistotami odpo-
vidajicimi pravidlu

99
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< IF E THEN H >
se vychazi ze dvou zékladnich myslenek:

1. jednim cislem nelze dostatecné presné popsat zavislost dvou vyrokt £ a H,

2. podminéné pravdépodobnost P(E|H) je obvykle snéze a pfesnéji definovana nez
podminénd pravdépodobnost P(H |E).

V PROSPECTORu jsou kazdému pravidlu < IF £ THEN H > pfifazena dvé ¢isla.
Prvni z nich nazyvame stupném postacitelnosti a je definovano vyrazem
P(E|H)

Ls(EH) = 5py

Symbolem H oznacujeme negaci vyroku (hypotézy) H. Stupen postacitelnosti je tedy
pomeérem podminéné pravdépodobnosti evidence E pii dané hypotéze H ku podminéné
pravdépodobnosti evidence F pii neplatnosti této hypotézy.

Druhym d¢islem prifazenym kazdému pravidlu je stupen nutnosti definovany vyrazem

_ P(E|H)
Ly(E,H) = PED

Nejistotu prifazenou jednotlivym evidencim a hypotézam budeme vyjadfovat pomoci
tak zvanych Sanci, které jsou pomérem pravdépodobnosti platnosti a neplatnosti pti-
slusné evidence ¢i hypotézy

o - PE)

o )_713(757)

) gy - PEH)
o )_P(T H)

Nejjednodussi mozna situace pri odvozovani miize nastat tehdy, jestlize vime, zda evi-
dence F plati ¢i neplati a chceme pro odvozeni aposteriorni Sance o( H|E) hypotézy
H pouzit pravidlo < IF E THEN H >, kterému jsou pfifazeny odpovidajici stupné
postacitelnosti Lg(FE, H) a nutnosti Ly (E, H). V tom pfipadé miizeme zpiisob po¢itani
pfimo odvodit z definic jednotlivych pouzivanych koeficientt.

o(H|E) = =2 = = — (—)st(E,H)O(H)

pri platnosti evidence E a obdobné pfi platnosti jeji negace
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= _ E) _ E)P(E) _ JP(H)
o(HIE) = b5 =~ pais @) ~ pEmpam ~ 2 o)

Dostali jsme tedy zakladni odvozovaci pravidlo:

e Pro odvozeni aposteriorni Sance nasobime apriorni sanci stupném postacitel-
nosti, jestlize evidence obsaZena v antecendentu pravidla plati.

e Jestlize evidence neplati, ndsobime apriorni Sanci stupném nutnosti.

Zacnéme se nyni zabyvat situaci, kdy jedna hypotéza se vyskytuje v sukcedentu néko-
lika odvozovacich pravidel, naptiklad

< IF E;, THEN H >,
< IF E, THEN H >,
< IF E; THEN H >.

V grafickém vyjadieni to znamend, Ze v piislusném grafu existuji (v nasem pfipadé tii)
uzly, ze kterych vedou hrany do spolecného néslednika.

V PROSPECTORu se i v tomto ptipadé pouziva vyse uvedené odvozovaci pravidlo.
Ptredpokladejme napriklad, Ze evidence E; a FEj5 plati, zatimco evidence Fs neplati a
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spocitejme, co pouzitim tohoto pravidla obdrzime:

o(H)Ls(Ey, H)Ln(Ey, H)Ls(E3, H) =

My bychom vsak radi dostali aposteriorni Sanci, t.j.

o(H| By B, Ba) = P(H|E\, Ey, E3)P(Ey, Ey, E3)  P(Ey, Ey, Es|H)P(H)
1, L2, 3) = == = = = = Y R
P(H|Ey, Ey, E3)P(E1, Eo, E5)  P(Ey, Eo, Es|H)P(H)

Ovsem

P(E\|H)P(Ey|H)P(E3|H) = P(Ey, By, E3|H)
P(E\|H)P(Ey|H)P(E3|H) = P(Ey, By, E3|H)

pravé tehdy, jestlize evidence Ei, Fs, F3 jsou vzajemné podminéné nezavislé pii hy-
potéze H. Odvodili jsme tedy, ze PROSPECTORovské odvozovaci pravidlo je prav-
dépodobnostné korektni pouze tehdy, jestlize evidence pfifazené uzlim vedoucim do
stejného naslednika jsou podminéné nezduvislé pri dané hypotéze pfirazené spolecnému
nasledniku. Proto se také uvedeny zpiisob odvozovani nazyva pseudobayesovsky.

Abychom v dal$im rozlisili Sance teoretické od Sanci poc¢itanych pomoci pseudobayesov-
ského pristupu pouzivaného v PROSPECTORu, budeme tyto druhé sance oznacovat
symbolem 0.

5.2 Metoda korekci

Uvazujme modelovou situaci pii hodu hraci kostkou. Definujme si dva jevy jako evi-
dence

E, vysledek je mensi nez 4,
E5  vysledek je lichy,

a dva jevy jako hypotézy

H, vysledek je 5,
Hy vysledek je prvoéisl.
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PROSPECTORovskou znalostni bazi vytvoiime ze ¢tyt pravidel:

< IF E, THEN H, >,
< IF E, THEN I, >,
< IF E, THEN I, >,
< IF E, THEN M, >>.

pro ktera spocteme prislusné stupné postacitelnosti a nutnosti:

P(E\|Hy) 0
FlB ) = iy~ 0
5
P(E|H) 1 5
Ls(Ey, Hy) = S _ 22
S( 25 1) P(E2|H1) % 27
P(Ei|Hs) 3
Ls(Br, H) = Jrpees = =2
3
P(Ey|Hs) 3§
Ls(FEy, Hy) = =39
S( 2 2) P(EQ‘HQ) % )
P(E.|H 1 5)
LN(Ele) = (71|71) =2~ 9
P(F1|Hy) 5 2
P(Es|Hy) 0
LN(EQ,Hl) = P(E2|H1) = 3 = 07
5
P(E|Hy) + 1
Ly(Ey, Hy) = ————t =3 =_
N( 1, 2) p(El’HQ) % 27
P(Eq|Hy) + 1
Ly(BEy Hy) = —=21172) 5 _ -
N( 2 2) P<E2|H2> % 27

Nadefinovali jsme si tedy PROSPECTORovskou sit odpovidajici nasledujici situaci.

D (E)

Ey &)

IPro jistotu piipominame, Ze na hraci kostce jsou prvoéisla: 2, 3, 5.
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Spoctéme si, jaké dostaneme aposteriorni Sance danych hypotéz v piipadé, Ze zndme
zda nastava ¢i nenastava jedna z evidenci. Pro evidenci E; dostavame

; 1
O(H1|Ey) = o(Hy) - Ls(En, Hy) = £ 0=0,
S E 15 1
0(H,|Ey) = o(H,) - Ly(Ey, Hy) = = - = = =,
5 2 2
0(Hy|Ey) = o(Hy) - Lg(Ey, Hy) =1-2 =2,
S E 1 1
0(Ho|Ey) = o(Hy) - Ly(Ey, Hy) =1 5 =5,
nebot
P(H,) 1,5 1 P(H,) 11
H) = M) 20 gy PUL) 11
=) ols T )= b, ~ 2

Obdobné pro evidenci Fy plati

R 1 5 1
O(Hl‘EQ) = O(Hl) . Ls(EQ,Hl) = - = -,
5 2 2
N - 1
O(Hl‘Eg) = O(Hl) : LN(EQ, Hl) == g -0 = O,
5(H2‘E2) = O(HQ) . LS(EQ, HQ) =1-2= 2,
R — 1 1
O<H2|E2) = O(HQ) . LN(EQ,HQ) =1- 5 = 5

Tyto hodnoty samoziejmé odpovidaji teoretickym Sancim

_ P(Hi|E))
P = By

coz si muze ¢tenal jednoduchym vypoctem oveérit.
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Ovsem zcela jina situace nastava, jestlize budeme uvazovat platnost (¢i neplatnost)
dvou evidenci soucasné. V dalsim se budeme podrobnéji zabyvat dvéma priklady. Jed-
nak budeme uvazovat situaci, kdy ob€ evidence plati soucasné, tedy E;& F», a dale pak
situaci, kdy £ neplati a souc¢asné F, plati, tedy E,&F,. Pro tyto situace spoc¢itime
snadno teoretické Sance:

Hy|Eq Ey) = — =—-/=-=1
B B) = o BBy 22 7
— P(H,|Ey, E»)
Hi{|E, E)) = —= =1/0=
O( 1| 1, 2) P(HllEl,Eg) / —+00

Nicméné PROSPECTORovské zachazeni s nejistotou da hodnoty
0(Ha|En, Ey) = o(Hz) - Ls(Ey, Hy) - Ls(Fa, Hy) =1-2-2 =4,

5(H1|E17E2) = O(Hl) : LN<E1>H1) : LS(E% Hl) =T =

Y

N | Ut
| Ot

o] =
N | Ot

coz odpovida faktu, ze evidence E; a FEs nejsou podminéné nezavislé pii ani jedné
z hypotéz H; ¢i Hs.

Na tomto prikladu si jesté ukazeme zpusob, jak lze tento nedostatek napravit. Metodu
navrhl Petr Hajek pro praci se zavislymi evidencemi v obecnych pravidlové orientova-
nych expertnich systémech. Samoziejmé, ze postup je pouzitelny pro libovolny pocet
pravidel se stejnym sukcedentem. My jej zde predvedeme pro nami uvazované dvé
evidence a zobecnéni postupu pro vice evidenci ponechame na ¢tenari.

Postup, jak jsme si jej popsali, selhava, jestlize vime o obou evidencich, zda nastavaji,
¢i ne. Dopliime si proto do uvazované baze znalosti ¢tyti doplitkova pravidla (do grafu
¢tyfi uzly) podle nésledujiciho schematu.
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Jestlize nyni zname konkrétni stav platnosti obou evidenci F a Ejs, to je vime o obou
evidencich, zda nastavaji ¢i ne, potom v kazdém pripadé plati pravé jeden ze ¢tyr nove
doplnénych uzli. Budeme-li definovat stupné nutnosti doplnénych uzli

LN(El&EQ, Hz) - LN(El&EQ, H,L) - LN<E1&E2, Hz) = LN(El&EQ, Hl) - 1,

pak se pii PROSPECTORovském vypoctu aposteriornich Sanci uplatni vlastné pouze
stupné postacitelnosti nové doplnénych uzli, které pouzivame pii platnosti odpovida-
jici (v nasem piipadé slozené) evidence. Definujme si tedy

B 1 P(E & E»| H,)
Ls(Ey, H))Ls(Ey, Hy)  P(E\&E,|H;)

Ls(E1&Es, Hy)

Potom pii pouziti PROSPECTORovského skladani nejistot budeme piti znalosti faktu,
7e obé dvé evidenec plati, pocitat

O(H1|E1&E2) = O(HZ')Ls(El, H1>L5<E2, Hi)Ls(El&EQ, Hz)

LN(El&E27 Hl)LN(El&EQ, Hl)LN(El&EQ, Hz) -

= o(H;)Ls(Ey, H;)Ls(E,, H;)

1 P(E,\&E»|H;)
Ls(Ey, H))Ls(Ey, H;) P(E\&E,|H;)

1-1-1=

_ P(E\&E, Hy) _ P(H|E&E) _ o\ Enle )
P(E\&Ey, Hy)  P(H,|E\&FE»)

coz je presné to, co jsme pozadovali.

Proto i pro ostatni doplnéné uzly dodefinujeme stupné postacitelnosti

1 P(E\&FE,|H;)

Lo(Ey&E,, Hy) = _ : 21
s(Er&eEy, H) Ls(Ey, H)Ls(Es, H;)  P(E\&Es|H,)
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1 P(E\&E,|H;)

Ls(E\&Ey, Hy) = ol "P(E H;)’
s(Er& By, Hy) Ls(Ey1, H;)Ls(Ey, H;)) P(E1&F5|H;)

1 P(E\&Es|H;)

Ls(B\&F, H) = —— Fo ) P(BA&T, [T
S( 1 2, ) LS(El,Hi)LS(E27Hi) P(El&E2|Hz)

5.3 Cviceni

1. Dokazte, ze pro libovolné pravidlo
< IF E THEN H >

plati

11— LgP(E[H)
N1 PEH)

2. Spoctéte stupné postacitelnosti pro doplnéné pravidla

< IF E\&E, THEN H, >,
< IF E\&E; THEN H; >,
< IF E\&FE, THEN H, >,
< IF E\&FE, THEN H; >,
< IF E,&E, THEN H, >,
< IF E\&E, THEN H, >,
< IF E,&F, THEN H, >,
< IF E,&FE, THEN H, >,

z vyse uvedeného prikladu hézeni hraci kostkou.

3. Navrhnéte zobecnéni Hajkovy metody pro pripad, ze v datové bazi jsou tii pra-
vidla se stejnym sukcedentem
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< IF F; THEN H >,
< IF F, THEN H >,
< IF F; THEN H >.

Kolik dopliitkovych pravidel (uzl) potfebujete v tomto piipadé?
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Kapitola 6

Bayesovské sité

Abychom nemuseli slozité odstranovat nedostatky PROSPECTORovské sité pomoci
v minulé kapitole uvedené Hajkovy metody, budeme se nadale vénovat bayesovskym
sitim, které uvedenymi nedostatky netrpi. Jedna se o dosti obecnou metodu repre-
zentace znalosti, kterd umoznuje zavadét pomérné slozité zavislosti mezi jednotlivé
evidence a hypotézy. Jeji obecnost nas vede také k tomu, abychom nadale nerozliso-
vali uvazované proménné na evidence a hypotézy. Budeme je vSsechny nadale nazyvat
nahodnymi veli¢inami.

Bayesovskad sit (v literatufe také nazyvand kauzdlni nebo téz influencéni diagram) je
tvofena acyklicky orientovanym grafem G = (V, E), jehoz uzlim jsou prifazeny
nidhodné veli¢iny (pfifazeni je vzéjemné jednoznacné) a systémem podminénych prav-
dépodobnostnich distribuci

{P(Xil(X5) jepaiy) Yiev-

Pro kazdy uzel grafu (neboli pro kazdou uvazovanou néhodnou veli¢inu) je tedy zadana
podminéna pravdépodobnostni distribuce. Poznamenejme, ze pro zdrojové uzly (uzly,
které nemaji rodi¢ii) jsou tyto distribuce vlastné nepodminéné.

!Pfipometime si, Ze orientovany graf G = (V, E) je acyklicky, jestlize v ném neexistuje orientovany
cyklus , t.j. posloupnost i1, . . . , i, uzld pro které i,, = i1 a i, € pa(ipyy1) pro véechnam =1,...,n—1.
Symbolem pa(i), pro uzel ¢ orientovaného grafu G = (V, E), znac¢ime jako obvykle mnozinu jeho rodici,
t.j. mnozinu uzll, ze kterych vede do ¢ hrana:

pa(i)={jeV:(j—i)eE}

69
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6.1 Distribuce reprezentovana bayesovskou siti

Bayesovskou siti jsou zadany znalosti dvojiho druhu. Znalosti kvantitativni, popisujici
pomoci podminénych pravdépodobnostnich distribuci zavislostni vztahy mezi jednot-
livymi veli¢inami, a znalosti kvalitativni, které budeme nazyvat téz znalostmi struk-
turdlnimi. Ty jsou zakddovany pomoci zadaného acyklického orientovaného grafu a
vyjadiuji, které zavislosti (¢i spiSe, které nezavislosti) musime pfi praci s bayesovskou
siti respektovat.

Bayesovské siti totiz neptifadime libovolnou distribuci P(X;);cv, jejiz pFislusné podmi-
néné pravdépodobnosti se shoduji se zadanymi, ale pouze tu jedinou, jejiz zavislostni
struktura odpovida zadanému grafu. Abychom si mohli jednozna¢né popsat, o kterou
distribuci se jedna, musime si zde nejdiive definovat takzvany predpoklad nezdvislosti.

Naleznéme nejprve néjaké ocislovani uzli uvazovaného acyklického grafu G = (V, E),
neboli vzajemné jednoznacné prirazeni uzlt grafu a prirozenych cisel

no:V — {1,....|V|}
takové, ze rodice kazdého uzlu maji pritazeno nizsi ¢islo, nez jejich potomekE]
i € pa(j) = no(i) < no(j).
Kazdé takové ocislovani miize generovat systém podminénych nezavislosti
VieV (Xz' 1 (Xj)je({kev:no(k)<no(z‘)}—pa(z‘))!(Xj)jepa(i)) :
V souvislosti s bayesovskou siti se budeme zajimat pouze o ty distribuce, které takovy

systém nezavislosti spliiuji. Proto je nesmirné diilezité nasledujici tvrzeni, které ukazuje,
ze z faktického hlediska nezalezi na vybraném ocislovani uzli.

Tvrzeni 4. Uvazujme bayesovskou sit, kterd je zadana grafem G = (V, E) a systémem
podminénych pravdépodobnostnich distribuci

{P(Xil(X})jepatiy) Yiev

a libovolné ocislovani

no:V —{1,...,|V]|}

vsech uzlt grafu G takové, ze

i € pa(j) = no(i) < no(j).

2Poznamenejme, Ze takovéto ocislovani vzdy existuje. Viz téz ci¢eni 1. v této kapitole.
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Potom existuje pravé jedna pravdépodobnostni distribuce R((X;);cv ), pro kterou

R(Xi|(Xj)jepaiy) = P(Xi|(X})jepai))

Xi Lr (X)) je(tkevinotk)<no(i)}—pa(i)) | (X;) jepats)

pro vSechna ¢ € V. Navic, tuto distribuci je mozno vypocitat podle vyrazu

R((Xi)iev) = H/P(Xi|(Xj)jepa(z‘))-

Poznamka. Nezavislost na volbé usporadani (o¢islovani) uzlt vyplyva okamzité ze
vzorce pro vypocet distribuce R, ktery na usporadani nezavisi.

Dukaz. Dokazme tvrzeni matematickou indukei pfes pocet uzlt (veli¢in) uvazované
bayesovské sité.

Je-li |V| = 1, dostavame degenerovany piipad, kdy bayesovska sit je zaddna jedinou
distribuci P(X) a tvrzeni je trivialni.

Uvazujme nyni obecnou bayesovskou sif s n veli¢inami a predpokladejme, v souladu
s indukénim predpokladem, ze tvrzeni plati pro vSsechny bayesovské sité s nizsim poctem
veli¢in.

Uvazujme libovolné ocislovani uzli
no:V — {1,...,|V]}
vyhovujici pozadované podmince
i € pa(j) = no(i) < no(j).
Necht k € V je ten uzel, kterému je pfifazeno ¢islo no(k) = n = |V|. Je zfejmé, Ze graf
G'= (V= {k} E = {(i = k) }icpaw))
spolu se systémem distribuci
{P(Xil(X)jepati)) Yiev—iry

tvori bayesovskou sif, na kterou se vztahuje indukéni predpoklad. Proto existuje jedind
distribuce (ozna¢me si ji R')

R((Xi)iev—pr) = I PXl(X))sepati))
eV _{k}
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pro kterou plati
R/<Xi|(Xj)j6pa(i)) = P(Xi‘(Xj)jEPa(i))

Xi J—R/ (X] )je({lEV:no(l)<no(i)}fpa('i)) | (Xj )jEpa(i)

pro vSechna i € V — {k}. Podle induké¢niho pfedpokladu je R'((X;)icv—x}) jedind,
kterd spliiuje tyto podminky a proto musi byt margindlem nami hledané distribuce
R((Xi)iev). Vzorec

R((Xi)iev) = R(Xk|(Xs)iev—n)) RU(Xi)iev—{x})

plati pro libovolnou distribuci a tedy i pro nami uvazovanou distribuci R. Jelikoz
{t € V :no(l) < no(k)} =V — {k}, tak z pozadavku

Xk Lr (X5)je(ievmoy<noti)t—pati) | (X;) jepatk)

dostavame

R(X|(X)jev—ry) = R(Xe|(X)jepar))

a tedy

R((Xi)iev) = R(Xk|(Xi)iev—{k}>R((Xz‘)z‘ev—{k}) =

R(Xe|(Xs)iepar)) R (Xi)iev—iiy) =

= P(Xg|(Xi)iepa(r)) H{ }P(X7;|(Xj)j€pa(i)) =
eV _{k

= I P(Xil(X))jepati))
=%

coz jsme chtéli dokazat. Jednoznacnost této distribuce plyne z jednoznacnosti prova-
dénych tprav. 0O

Priklad. Ilustrujme si definici bayesovské sité a uvedené vlastnosti na jednoduchém
ptikladu se sedmi bindrnimi ndhodnymi veli¢inami (X7, ..., X7). Graf uvazované ba-
yesovské sité je na nasledujicim obrazku.
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Odpovidajici systém pravdépodobnostnich distribuci je zadan v nasledujici tabulce,
ktera obsahuje pro vSechny nahodné veli¢iny P(X; = 1|(X;);cpa(s))- Vzhledem k tomu,
ze uvazujeme binarni veli¢iny, tak hodnoty

P(X; = 0](X})jepa(i))

muzeme snadno a jednoznac¢né dopocitat.

Tabulka podminénych pravdépodobnostnich

distribuci.
P(X;=1)]05
P(X,=1)105
P(X3=1|X;=0) | 0.25
P(X3=1|X;=1) | 0.75
P(X,=1|X;=0) | 0.35
P(Xy=1X;=1)]0.85
P(X5=1X=0,X3=0) | 1
P(X;=1X=0,X35=1) |0
P(X5;=1X=1,X35=0) |0
P(X5=1X=1,X5=1) | 1
P(Xe=1|X,=0) | 0.25
P(Xe=1|X,=1) 0.5
P(X;=1X3=0,X5=0,X6=0) | 0.3
P(X;=1X3=0,X5=0,X¢=1) | 0.15
P(X7—1|X3—0X5—1X6—0) 0
P(X;=1X3=0,X;=1,Xg=1) | 0.3
P(X;=1X3=1,X5=0,X¢=0) | 0.15
P(X;=1X3=1,X5=0,Xg=1) | 0.55
P(X;=1X3=1,X5=1,X6=0) | 0.6
P(X;=1X3=1,X5=1,X¢=1) | 0.1
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Podle predchoziho tvrzeni, zadané bayesovské siti odpovida jedina pravdépodobnostni
distribuce definovana vyrazem

P(X1, X2, ..., Xq) =
= P(X1)P(X3) P(X3|X1) P(X4|X1) P(X5| X2, X3) P(Xe| X4) P(X7| X3, X5, Xe).

Tato distribuce je jedind, pfestoze uvazovanému grafu odpovida 26 rtznych usporadani
uzli odpovidajicich pozadavku, aby rodice predchézeli své potomky. VSech téchto 26
usporadani je obsazeno v nasledujici tabulce:

Mozné usporadani uzlt grafu

1234567 1324657
2134567 1243657
1324567 1246357
1243567 1423657
1423567 1426357
2143567 1462357
1342567 2143657
1432567 2146357
1235467 1342657
2135467 1346257
1325467 1432657
1234657 1436257
2134657 1463257

Z kazdého usporadani mizeme sestavit systém pozadavkd na podminéné nezavislosti,
které vysledna distribuce spliiuje. Nebudeme si zde vypisovat vsech 26 systémii, ve kte-
rych se samoziejmé vétSina predpokladu stale opakuje. Pouze jako priklad si uvedme
pozadavky odpovidajici prvnimu a poslednimu usporadani:
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Podminéné nezavislosti pro usporadani

1234567 1463257

X, 1 X, X L X1]X4

X3 L X2|X1 X L (X47X6)’X1

X, L (X2, X3)| X, Xy L (X1, X3, Xy, X)

X5 1 (X17X4)|(X2,X3) X5 1 (X17X47X6)|(X27X3)

Poznamka. PiestoZe to neni na prvni pohled patrné, lze dokazat, Zze tyto systémy
nezéavislosti jsou ekvivalentni v tom smyslu, ze kazda distribuce splnujici jeden z téchto
systémt musi spliiovat také vSechny ostatni.

Poznamka. Uvedeny predpoklad podminéné nezavislosti je pfi praci s bayesovskymi
sitémi nezbytny. V nasledujicim ptikladu si ukdzeme, Ze jej nelze nahradit principem
maximalni entropie.

Priklad. Uvazujme bayesovskou sit

se tfemi ndhodnymi veli¢cinami X7, X5, X3 a tedy i tfemi podminénymi pravdépodob-
nostnimi distribucemi P; (X1), P2(X2) and P3(X3| X1, X3) jejichz hodnoty jsou obsazeny
v nasledujici tabulce.
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Ctenai sam snadno ovéii, ze véechny t¥irozmérné pravdépodobnostni distribuce P(X,
Xy, X3), které jsou konzistentni se zadanymi distribucemi Py, P, Ps, jsou pravé ty,
pro které existuje a € (0,0.5) takové, ze P(X;, X3, X3) = P.(X1, X2, X3). Hodnoty
distribuci P, jsou obsazeny v nasledujici tabulce.

PoX0, X0, X3) | Xs=1 | Xy= >
Xi=1,Xo=1|(-a)/2|(-0a)/2]|;—«
X1=1,X,=0 ae a(l—e) a
X1=0,Xo=1 ae a(l —e¢) a
Xi=0Xo=0|G-/2|E-®/2|i-a

) ] 1 1

Distribuce reprezentovand odpovidajici bayesovskou siti
Pr(X1) Po(X2) P3(X3] X1, Xo)

odpovida tedy distribuci P, pro a = i nezavisle na hodnoté parametru .

Shannonovské entropie P,

H(P,) = (2a—1)log [(; - 04)/2] —2aelogae — 2a(l — ) log(a(l —¢))

je tabelovana v nize uvedené tabulce. Z ni okamzité vidime, ze P1 maximalizuje Shan-
4

nonovu entropii pro € = %, ale jiz ne pro ¢ > % Proto predpoklad nezavislosti, ktery

uvazujeme pii praci s bayesovskymi sitémi, nemiize byt nahrazen principem maximalni
entropie.
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Hodnoty H(P,) v zavislosti na ¢

a | e=05]e=07]e=08|e=09 =10
.000 | 1.3863 | 1.3863 | 1.3863 | 1.3863 | 1.3863
090 | 1.8577 | 1.8429 | 1.8230 | 1.7914 | 1.7329
095 | 1.8725 | 1.8569 | 1.8359 | 1.8026 | 1.7408
100 | 1.8867 | 1.8702 | 1.8481 | 1.8131 | 1.7481
160 | 2.0132 | 1.9868 | 1.9519 | 1.8954 | 1.7914
165 | 2.0205 | 1.9933 | 1.9569 | 1.8990 | 1.7917
A70 | 2.0273 | 1.9994 | 1.9618 | 1.9022 | 1.7917
200 | 2.0593 | 2.0264 | 1.9822 | 1.9121 | 1.7820
205 | 2.0632 | 2.0294 | 1.9841 | 1.9122 | 1.7790
210 | 2.0666 | 2.0320 | 1.9856 | 1.9120 | 1.7755
230 | 2.0762 | 2.0384 | 1.9876 | 1.9069 | 1.7574
235 | 2.0776 | 2.0390 | 1.9870 | 1.9046 | 1.7519
240 | 2.0786 | 2.0391 | 1.9861 | 1.9020 | 1.7459
245 | 2.0792 | 2.0389 | 1.9848 | 1.8989 | 1.7396
250 | 2.0794 | 2.0383 | 1.9831 | 1.8954 | 1.7329
255 | 2.0792 | 2.0373 | 1.9809 | 1.8915 | 1.7257

6.2 Odvozovani metodou postupnych modifikaci

Nyni se za¢neme zabyvat zptisobem, jakym jsou znalosti zaznamenané v bayesovské
siti vyuzivany k inferenci. Z teoretického hlediska je jejich pouziti primocaré. Kazda ba-
yesovska sif definuje jednozna¢né pravdépodobnostni distribuci a tedy inference bude
odpovidat vypo¢tu podminéné distribuce jedné velic¢iny (odpovidajici hypotéze) pii
zadanych hodnotach néekolika jinych veli¢in. Z vypocetniho pohledu vsak zde nastava
velky problém. Pfedpokladame-li, Ze uvazovanéa bayesovska sif ma 100 uzli (ndhod-
nych veli¢in) a pocitdme-li podminénou distribuci jedné veli¢iny p¥i znalosti hodnot
deviti jinych veli¢in, musime pfed vypoc¢tem pozadované podminéné distribuce vypo-
¢itat nejprve 10-rozmérnou marginalni distribuci. Vypocet kazdé jediné pravdépodob-
nosti tohoto marginalu vSak predstavuje soudet alesponi 2% &isel (v pripads, Ze velic¢iny
nejsou bindrni, je pocet s¢itanych pravdépodobnosti jesté podstatné vyssi).

Je tedy zfejmé, ze tento primocary postup k cili nevede. Musime zde vyuzit znalosti
toho, ze uvazovana distribuce neni zcela obecna, ale Ze je zadana formou bayesovské
sité. Tato znalost ndm pomuze nalézt efektivni postup pro vypocet libovolné podminéné
marginalni distribuce.

V tomto odstavci se budeme zabyvat metodou postupnich modifikaci bayesovske sité
navrzenou R. D. Shachterem. Ta je zalozena na myslence postupnych transformaci vy-
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chozi bayesovské sité na jiné tak, Ze se reprezentovana distribuce bud nezméni (v pii-
padé, Ze se pocet uzli nezméni), nebo bude margindlem k distribuci ptivodni (jestlize
se pocet uzlt zmensi). Takovymi postupnymi zménami budeme hledat bayesovskou sit,
ktera bude obsahovat jenom predem zadané uzly a bude reprezentovat pozadovanou
marginalni distribuci.

Abychom dosahli tohoto cile, budeme postupné aplikovat dvé jednoducha pravidla:

e Vypusténi uzlu. Jestlize z nékterého uzlu bayesovské sité nevede zadné hrana,
potom miZe byt tento uzel vypustén (véetné pfislusné podminéné pravdépodob-
nostni distribuce) a distribuce reprezentovand vyslednou bayesovskou siti (to je
siti, jejiz graf obsahuje o jeden uzel méné) bude margindlem k distribuci repre-
zentované siti ptivodni.

e Otoceni hrany. Jestlize v uvazované bayesovské siti existuje hrana (k — 1)
takova, ze z uzlu k nevede do uzlu [/ cesta rtiznd od uvazované hrany, potom
provedeni transformace popsané v nasledujicich tfech krocich nezméni reprezen-
tovanou distribuci.

1. Pridejte nové hrany ke grafu bayesovské sité tak, aby uzly k a | “zdédily”
navzajem své rodice:

{(i —=1):i€pa(k)} and {(i — k) : i € (pa(l) — {k})}.

2. Otocte orientaci hrany (k — 1) na (I — k).

3. Pro proménné X, a X; vypocitejte nové podminéné pravdépodobnostni dis-
tribuce podle nasledujicich vzorcti:
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P(Xl’(Xi)iepanew(l)) :B

= Z P(Xk = x‘(Xi)iépaom(k)) ) P(Xl‘(Xi)iEPaozd(l)*{k}&Xk = 'CE)’

:L’EX;E

P( X3 (Xi)iepanae) - P(Xil(Xi)icpaoar))
P<Xk|(Xi)i€pan6w(k)) = PEEJX;TE))()G (l)) €paoia(l)) _
1) panew

P (X5 (Xi)iepaoae) - P (Xl (Xi)icpana))
>, P(Xk = 2|(Xi)icpagar) - P(Xi|(Xi)iepaga)— 11 & Xk = )

zGXk

[ustrujme si tento postup (predevsim pak pouziti pravidla otdceni hrany) na jednodu-
chém prikladu, ktery bude pravdépodobné nazornéjsi, nez vysvétleni, Ze se zde vlastné
nejednd o vic nez o pouziti Bayesova vzorce.

Uvazujme bayesovskou sif z prikladu na str. 72 a predpokladejme, Ze nasim cilem je
spoc¢itat podminénou distribuci P(X3|X; = x1, X = 29, X5 = x5) pro néjaké zadané
hodnoty x1, x2, x5.

(a) (b)

Pouzitim pravidla pro vypusténi uzlu mtzeme nejprve vypustit uzel 7 a potom také
postupné 6 a 4. Takze po aplikaci tohoto pravidla dostaneme bayesovskou sit zadanou

37de pracujeme vlastné se dvéma grafy: s grafem ptivodnim a s grafem vzniklym pfi transformaci.
Proto pouzivame symboly payiq & panew, abychom rozlisili, ve kterém grafu prislusnou mnozinu rodict
uvazujeme. Tyka se to samoziejmé pouze uzll k a [, nebot pro vSechny ostatni uzly se mnozina rodi¢t
nemeéni.

4Symbolem X; zde oznadujeme mnozinu hodnot veli¢iny X;.
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grafem z predchazejiciho obrézku (a) a pfislusnymi podminénymi pravdépodobnostnimi
distribucemi P(X), P(Xs), P(X3]X1) a P(X5|X3, X3). Chceme-li pocitat podminénou
pravdépodobnost veli¢iny X3 potiebujeme jesté otocit orientaci hrany (3 — 5) na
(5 — 3). Po zdédéni rodi¢t a otoceni piislusné hrany tak dostaneme graf (b).

Pravdépodobnostni distribuce P(X;) a P(X3) se neméni, nicméné musime vypocitat
podle uvedenych vzorct distribuce

P(X5] X1, Xa)

P(X3’X17 X27 X5)
Podle vyrazu

P(X5|X1,X2) = Z P(Xg = ZL‘|X1) . P(X5|X2,X3 = .’L’)

reXy
dostévame

P(X;=01X1=0,X,=0) = 20+11 = 1
P(X5=1X;=0,X,=0) = %1+i0 _ %
P(X5=0/X;=0,X,=1) = %14_%0 _ %
P(Xs=1|X;=0,X,=1) = 30+11 = !
PX;=0X;=1,X,=0) = io—l-%l _ %
P(X;=1X;=1,X,=0) = 11+30 = 1
PX;=0X1=1,X,=1) = l1+30 = 1
PX;=1X;=1,X,=1) = io—l-%l _ %

Podobné, vyraz

P(X3|X1)P(X5| X2, X3)
Z P(Xg = l‘|X1) : P<X5|X2,X3 = J])

reX3

P(X3|X17X27X5) -

déva potfebné hodnoty distribuce P(X3| X7, Xa, X5), které si v nésledujicim spocitame
pouze pro X3 = 1.
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P(Xs=1|X1=0,X,=0,X5 =0) = %Oil — 1
P(Xs=1X1=0,Xs=0,Xs=1) = %ﬁfﬁo - 0
P(Xy =11 =0, =1, X, =0) = i’ = 0
P(Xs=1X,=0,Xs=1,Xs=1) = %Oil —
P(Xs=11X =1, =0,X,=0) = ity = 1
P(Xs=1Xi=1,X,=0,Xs=1) = 51%.:);0 - 0
P(Xs=1X =1, X, =1,X5 =0) = %Ef%o - 0
P(Xs=1X =1, X, =1,Xs =1) = %O%_:%l ~- 1

6.3 Transformace na rozlozZitelny model

Jiny zpiisob prace s Bayesovskymi sitémi, ktery se pozdéji stal jakymsi standardem, za-
vedli Steffen Lauritzen a David Spiegelhalter. Ten je zalozen na myslence, Ze provadéni
vypocti v Bayesovskych sitich je algoritmicky slozité, a proto je vhodné takovouto sit
jesté pred zapocetim vypocti transformovat do tvaru umoznujiciho efektivnéjsi zpra-
covani. Tvarem, ktery tito autori zvolili je takzvany rozlozitelny model, ktery vymezuje
tfidu pravdépodobnostnich distribuci se zvlasté vyhodnymi vlastnostmi. K jeho defi-
nici existuje né€kolik ekvivalentnich pristupt, z nichz zde zvolime ten, ktery vychéazi
z myslenky grafickych modeli.

Uvazujme tentokrat neorientovany graf G = (V) E). Klikou grafu G rozumime kazdou
maximalni iplnou podmnozinu jeho uzlﬁE]. Necht {C1, ..., Ck} je systém klik uvazova-
ného grafu G. Rikdme, ze pravdépodobnostni distribuce faktorizuje vzhledem ke grafu
G, jestlize existuji realné funkce 11, .., Y takové, ze

P((Xi)iev) = 1:[ ¢((Xz)160k)

5 Jinymi slovy, klika je podmnoZina uzld, v niZ je kazda dvojice spojena hranou. Pozadavek ma-

vvvvvv

podmnozina nebude tplna a bude v ni tedy existovat dvojice uzl, mezi kterymi nebude hrana.
Jestlize graf obsahuje izolované uzly, pak kazdy takovyto uzel tvofi samostatnou kliku.
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Ne kazda pravdépodobnostni distribuce faktorizujici vzhledem k néjakému grafu je
rozlozitelnym modelem. Tim jsou pouze distribuce, které faktorizuji vzhledem k trian-
gulovanym (rozlozitelnym) grafim. Neorientovany graf G = (V, E') nazveme triangu-
lovangm jestlize kazdy jeho cyklus délky vétsi nez 3 obsahuje (alespon jednu) tétivu
(t.j. hranu spojujici dva uzly uvazovaného cyklu, které nejsou v cyklu bezprostiedné
zasebou).

V néasledujicim vykladu budeme potiebovat jednu dilezitou vétu z teorie grafii, kterou
si zde uvedeme bez ditkazu.

Tvrzeni 5. Neorientovany graf je triangulovany pravé tehdy, jestlize existuje uspofa-
déani (o¢islovani) systému jeho klik (C4, ..., Ck) tak, Ze plati tzv. running intersection
property:

i—1
Vi=2,...,K 31<j<i (G:n(lYCk CCy).

k=1

Transformace Bayesovské sité do tvaru odpovidajiciho rozlozitelnému modelu probiha
v néasledujicich 2 krocich.

Moralizace. V prvnim kroku spojime vSechny dvojice uzld, které maji spolecného
pfimého néslednika (tedy “rodice” stejného “ditéte”), neorientovanou hranou a
vSechny ptvodné orientované hrany nahradime hranami neorientovanymi. Tim
zkontruujeme neorientovany graf, ve kterém pro kazdé ¢ € V mnozina uzli
pa(i) U {Z}E] tvoii Uplny podgraf. To znamend, ze pro kazdou takovouto mno-
zinu uzlt existuje klika “moralizovaného” grafu, do které uvazovana mnozina

patii. Vzhledem k tomu, Zze na kazdou podminénou distribuci
P(Xi[(X;)jepa)

mizeme pohliZet jako na funkci proménnych (X;);cpaiugi}, je o¢ividné, ze distri-
buce

P((Xi)iev) = l—‘[/ P((X)(X;) jepatiy)

faktorizuje vzhledem k takto definovanému moralizovanému grafu.

6“Rodi¢e” pa(i) uzlu i rozumime samoziejmé vzhledem k piivodnimu orientovanému grafu definu-
jicimu bayesovskou sit.
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Triangularizace. V néasledujicim kroku doplnime (je-li tfeba) do moralizovaného grafu
nékteré hrany tak, aby vysledny graf byl triangulovany. Tvrzeni, Ze jestlize dis-
tribuce faktorizuje vzhledem k néjakému grafu G, pak faktorizuje také vzhledem
ke kazdému grafu, ktery je rozsifenim grafu G, je trividlni a ponechavame jeho
provéreni Ctenari.

V tomto okamziku jsme nalezli rozlozitelny model pravdépodobnostni distribuce rea-
lizované pivodni bayesovskou siti. Pomoci pfislusného triangulovaného grafu umime
napriklad vypocitat urcité marginalni distribuce bez zdlouhavého sec¢itani. Nicméné,
pro efektivni vypocet jakékoliv podminéné pravdépodobnosti neskonc¢ime v této fazi,
ale budeme jesté konstruovat prislusny strom spojeni (junction tree).

Konstrukce stromu spojeni. Nejprve zkontruujeme zakladni strom spojeni, jehoz
uzly jsou tvofeny klikami nalezeného triangulovaného grafu. K tomu, abychom
védeéli, které uzly mame propojit hranou pouzijeme predchazejici tvrzeni. Nalez-
neme usporadani odpovidajici “running intersection property” a pro vSechna i =

i—1
2,..., K uzel i spojime hranou s pfislusnym uzlem j, pro ktery (C; N (U Cx) C
k=1

C}). Vzhledem k tomu, Ze kazdy uzel je timto algoritmem propojen k lgfedché—
zejicim uzlim pravé jednou hranou, dostavame souvisly graf obsahujici presné o
jednu hranu méné, nez je pocet uzli, a tedy graf je skutecné stromem[]

Takto vytvoreny zakladni strom doplnime jesté dalsi mnozinou tzv. spojovacich
uzli (uzly odpovidajici klikdim ptivodniho grajfu budeme nazyvat uzly zdklad-
nimi). Doplnéni provedeme tak, Ze kazdou hranu zékladniho stromu spojeni pfe-
rusime a do prostfedka umistime uzel, kterému bude odpovidat mnozina uzli,
ktera je prinikem mnozin (klik) s novym uzlem sousedicich.

Priklad. Ilustrujme si uvedeny postup na piikladu ze strany 72. Tam jsme uvazovali
bayesovskou sit se sedmi bindrnimi ndhodnymi veli¢inami (X7, ..., X7) a néasledujicim
grafem.

"Vzhledem k tomu, ze ke kazdému triangulovanému grafu existuje nékolik uspofddani jeho klik
splnujicich “running intersection property”, neni timto postupem strom spojeni urcen jednoznacné.
Vsechny déle popsané postupy lze provadét pomoci kteréhokoliv z takto sestrojenych stromt spojeni.
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Ten se moralizaci zméni na neorientovany graf, ve kterém jsou vsechny uzly, které
v ptivodnim grafu mély spolecné “déti”, spojeny hranami. Vzhledem k tomu, Ze v horni
¢asti moralizovaného grafu vznikl cyklus 1,3,6,4 délky 4, musime pridat do tohoto
cykly alespon jednu “tétivu”, abychom dostali triangulovany graf. K ptidani ptichéazeji
v tvahu hrany (1,6) nebo (3,4). Pfiddnim druhé z nich obdrzime jiz triangulovany
graf, ktery obsahuje ¢tyti kliky: {1,3,4}, {3,4,6}, {2,3,5} a {3,5,6,7}.

7 7
Moralizovany graf Triangularizovany graf
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{3,5,6,7}

(3,4}

Strom spojeni
{1,3,4}

O

Chceme-li nyni pro tento triangulovany graf nalézt strom spojeni, potifebujeme nej-
prve uvedené jeho ctyti kliky usporadat tak, aby toto upotfadani spliovalo “running
intersection property”. Naptiklad vySe uvedené potradi ({1,3,4}, {3,4,6}, {2,3,5},
{3,5,6,7}) tuto vlastnost nespliiuje. Vezmeme-li uvedené kliky v potadi zcela opac-
ném, t.j. ({3,5,6,7}, {2,3,5}, {3,4,6}, {1,3,4}), pak je jiz uvedend vlastnost splnéna.
Aplikaci postupu pro konstrukci stromu spojeni dostaneme jednoduchy strom uvedeny
vyse.

6.4 Vypocty ve stromech spojeni

Cilem tohoto odstavce je ukéazat na prikladu, Ze s pomoci stromu spojeni lze vypo-
¢itat libovolnou podminénou pravdépodobnost efektivnim zptisobem. I kdyz to neni
nezbytné, vyuzijeme zde jedno dilezité tvrzeni tykajici se rozlozitelnych modelt, které
si zde uvedeme opét bez dikazu. Nicméné dikaz tohoto tvrzeni neni prilis tézky a
proto si jej mize hloubavy ¢tenai provést sam.
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Tvrzeni 6. Kazda pravdépodobnostni distribuce P faktorizujici vzhledem k triangu-
lovanému grafu G = (V, E) mtuze byt vyjadfena ve tvaru nasledujiciho soucinu

pCi P2 pCs PCx
PC’QQCl PC3ﬂ(ClLJCQ) T PCKO(ClLJ...UCK_l)7
jestlize systém klik C', ..., Ck grafu G je usporadan tak, aby splioval “running inter-

section property”.

Toto tvrzeni vyuzijeme pro zvyseni nazornosti nasledujicich vypoc¢ti. Uvazujme libo-
volnou pravdépodobnostni distribuci faktorizujici vzhledem k triangulovanému grafu GG
s klikami C1, . .., Ck. Podle definice to znamen4, ze existuji realné funkce 1 ((X;)icc, ),
oo U ((Xi)ieo, ) takové, Ze jejich soucdin definuje distribuci P. Vzhledem k tomu, Ze
kazda z podminénych pravdépodobnosti

PCk
PCkﬁ(C’lu...UC’k,l)

je vlastné také funkci proménnych (X;);cc, vidime, Ze pro rozlozitelné modely, t.j.
distribuce faktorizujici vzhledem k triangulovanym grafim, mizeme volit funkce v, ve
specialnim tvaru podminénych distribuci. Toho vyuzijeme v nasledujici ukazce, jak se
pocitaji podminéné pravdépodobnosti ve stromech spojeni pomoci takzvaného posildni
Zpradv.

Princip téchto vypocti spociva ve skutecnosti, Ze kazdému uzlu stromu spojeni (t.j.
jak uzltim zakladnim tak i uzliim spojovacim) jsou pfifazeny realné funkce téch velicin,
které jsou uzlu pritfazeny. Pritom jsou tyto funkce postupné prepocitavany tak, Ze sou-
¢in vSech téchto funkei v kazdém casovém okamziku se stale rovna pravdépodobnostni
distribuci P.

Predpokladejme, ze pfed zapocetim vypoctu jsou zédkladnim uzltim spojovaciho stromu
prifazeny prislusné marginalni distribuce a uzliim spojovacim jsou piitazeny odpovida-
jici marginalni distribuce umocnéné na —1. Vzhledem k tomu, zZe pii konstrukei stromu
jsme vyuzivali skutecnost, ze posloupnost klik splnuje “running intersection property”,
je soucin vSech téchto funkci pfesné roven vyrazu

pe:  pos pCx
PCQQCl PCgﬂ(ClLJCQ) e PCKO(C1U...UCK,1)'

P

Omezime-li se pro jednoduchost v nasledujicich vypoctech pouze na ¢ast spojovaciho
stromu odpovidajiciho klikdm {3,5,6,7}, {2,3,5} a {3,4,6}, dostdvame pfifazeni
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P(X37X57X67 X7>

P(Xg, X5)_1

P(X3,Xe) !

P(X3, X3, X5)

P(X3, X4, Xg)

kterému odpovida skutecné pravdépodobnostni distribuce

P(X5, X3, X4, X5, X6, X7) =

P(X?nX5aXﬁaX7)P(X27X37X5)P<X3aX4aX6)

P(X3, X5)P(X3, X6)
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Predpokladejme nyni, Ze nasim tkolem je spocitat podminénou pravdépodobnosni dis-
tribuci P(X7| X3 = a, Xy = b), pro néjaké konkrétni hodnoty a, b.

Zakladnimu uzlu {2, 3,5} je pfifazena pravdépodobnostni distribuce P(Xs, X3, X5).
Z ni snadno vypocteme podminénou distribuci P(X3, X5/ X3 = a). Toto je funkce pro-
ménnych X3 a X5 a muzeme ji tedy ptiradit spojovacimu uzlu {3, 5}, ktery je sousedem
uzlu {2,3,5}. Jelikoz vSak je tomuto uzlu piitazena funkce P(X3, X5)™!, znasobime
nejprve touto funkei distribuci pfifazenou uzlu {3, 5,6, 7} tak, aby soucin vSech funkci
zustal zachovan. Tim dostavame nové prifazeni funkci uzlim stromu spojeni, nicméné
jejich soucin je zachovan.

P(X3,X5,X6,X7)
P(X3,X5)

P(X37X5|X2 = (l)

P(X3,Xe) !

P(X2,X3,X5)
P(X3,X5|X2=a)

P(X37 X4a XG)
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V nésledujicim kroku prosté vynasobime funkce pfitazené uzlim {3,5} a {3,5,6,7} a
vysledek, ktery je funkci proménnych X3, X5, X, X7, pfifadime uzlu {3, 5,6, 7}. Vzhle-
dem k tomu, Ze pravdépodobnostni distribuce P odpovida ptvodni bayesovské siti,
vime, Ze veli¢iny (X5) a (Xg, X7) jsou podminéné nezavislé pii danych (X3, X5). Proto

P(X67X7|X27X3aX5) = P<X6aX7|X3aX5>

a tedy i
P(Xe, X7, X3, X5|X3) = P(X¢, X7| X3, X5) P(X3, X5/ X>).

Pro uSetfeni ¢asu mizeme jesté v tomto kroku vynésobit funkce pfifazené uzltim {3, 6}
a {3,4,6} a vysledek, ktery je funkci proménnych X3, X4, X¢, pritadit uzlu {3,5,6,7}.

P(X3, X5, X6, X7| X2 = a)

P(X2,X3,X5)
P(X2=a,X3,X5) P(X4]X3, X6)

Nyni pouze z P(X3, X5, X6, X7| X2 = a) vypocitame P (X3, Xg|Xy = a) a pfifadime
tuto funkci spojovacimu uzlu {3,6}.

P(X3,X5,X6,X7|X2=a)
P(X3,X6|X2=a)

1 P(X3,X6|X2 = CL)

P(X2,X3,X5)
P(X2=a,X3,X3) P(X4]X3, X6)
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Vynasobenim P(X3, Xg| Xy = a) a P(X4| X3, Xg) dostavame P(X3, Xy, Xo| Xy = a),
nebot opét vzhledem ke specidlnimu tvaru ndmi uvazované pravdépodobnostni dis-
tribuce P jsou veli¢iny (X5, X7) a (X4) podminéné nezavislé pii zadanych veli¢inach
(X3, Xg). Vyslednou podminénou distribuci P(X3, X4, X¢| X2 = a), kterd je funkei ve-
liéin (X3, X4, X¢) piitazujeme zakladnimu uzlu {3,4,6}.

P(X3,X5,X6,X7|X2=a)

P(X3,X6| Xa=a)

P(X2,X3,X5)
P(X2=a,X3,X5)

Z distribuce P(X3, Xy, X¢| X2 = a), kterd je funkci veli¢in (X3, X4, X¢), vypoCitame
podminénou distribuci P(X3, X¢| X2 = a, Xy = b), kterou miiZzeme pfifadit spojovacimu
uzlu {3, 6}, nebot je funkci pouze ptislusnych veliéin.

P(X3, X4, X6| X2 = a)

P(X3,X5,X6,X7|X2=0a)

P(X3,X6|X2=a)

P(X3,X6| X2 =a,X4 =)

P(X2,X3,X5)

P(X2=a,X3,X5)

K vypocétu pozadované podminéné pravdépodobnostni distribuce P(X7| Xo = a, Xy =
b) jiz zbyvé posledni krok. Opét si musime uvédomit, Ze uvazovana pravdépodobnostni
distribuce je definovana puvodni bayesovskou siti a proto jsou veli¢iny (X5, X7) a (X4)

podminéné nezavislé pii danych (X3, Xg). Proto

P(X3, X5, X6, X7|Xo =a, Xy =b) =

P(X3,X4,X6|Xo=a)
P(X3,X6|X2=0a,X4=0)
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= P(X5,X7|X3,X6,X2 = G)P(X37X6|X2 = CL,X4 = b)

P(X3,X5,X6,X7|X2 =a,Xy = b)

P(X2,X3,X5) P(X3,X4,X¢|X2=a)
P(X2:a7X37X5) P(Xg,X6|X2:a,X4:b)

Pozadovanou distribuci P(X7|Xs = a, X4 = b) jiz snadno vypocitame z P(X3, X5, X,
X7 X2 = a, Xy = b) se¢itanim (marginalizaci) pfes zbyvajici ti veli¢iny.

Shriime zavérem princip vypoctil, ktery jsme si zde ilustrovali. Metodu jeji autofi na-
zvali “posilanim zprav”, protoze se veskeré vypocty provadeéji lokalné v jednom uzlu
a vysledek je pak predavan pouze do uzlt sousednich. Pritom plati zasada, ze pro
vypocet jakékoliv podminéné pravdépodobnosti staci vzdy “zpravu” vyslat z jednoho
uzlu spojovaciho stromu a pockat na odezvu od vsech ostatnich uzlt. To znamena, Ze
vypocet probéhne v kazdém uzlu maximalné dvakrat. Z této vlastnosti lze i odvodit
algoritmickou slozitost vypocti, ktera je linearni funkci prostoru porebného k ulozeni
vSech funkci pritazenych uzliim stromu spojeni.

6.5 Cvicleni

1. Dokazte, Ze v acyklickém orientovaném grafu G = (V, E) lze vzdy uzly ocislovat
no:V — {1,....|V|}

tak, ze

i € pa(j) = no(i) < no(j).
Navod: Tvrzeni dokazujte indukci pres pocet uzliu grafu tak, Ze ukdZete, Ze v kaz-
déem acyklickém grafu existuje alespon jeden uzel, ktery nemd Zddného rodice.
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2. Vyuzitim stejné myslenky jako v predchozim cviceni dokazte, ze pro kazdy uzel
acyklického orientovaného grafu, ktery méa alespon jednoho potomka, existuje
mezi jeho potomky alespon jeden, do kterého nevede z uvazovaného uzlu jina
cesta nez prima hrana.

3. Dokazte, ze vypusténi uzlu podle uvedeného pravidla skutecné vede k bayesovské
siti definujici marginal distribuce reprezentované ptivodni bayesovskou siti.

4. Dokazte, ze otoc¢eni hrany podle uvedeného pravidla skutecné vede k bayesovské
siti definujicimu stejnou distribuci jako pivodni bayesovska sit.

5. Uzitim popsaného postupu spoctéte P(X;|X7) pro bayesovskou sit zadanou v
prikladu na str. 72.

6. Navrhnéte bayesovskou sif popisujici situaci pfi hazeni hraci kostkou, kterou jsme
uvazovali v prikladu na str. 62.

7. Dokazte, Ze jestlize existuje uspofadani (ocislovani) (Ci,...,Ck) systému klik
néjakého grafu pro které plati “running intersection property”

i—1
Vi=2,....K 31<j<i (Cn({ Gk CCy),

k=1
potom je tento graf triangulovany.
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Priloha A

Zakladni pojmy konecné teorie
pravdépodobnosti

Tato priloha obsahuje definice a zakladni vlastnosti vsech pojmi z teorie pravdépo-
dobnosti, které jsou v textu pouzity. Vzhledem k tomu, Ze se ¢tenar se vSemi témito
pojmy seznamil i v jinych pfedmétech (jako naptiklad ve statistice), nejsou do tohoto
textu zarazeny zadné priklady.

A.1 Pravdépodobnostni rozlozeni

Necht X je konecna mnozina. Pravdépodobnostni rozloZeni na X (Casto budeme téz
pouzivat pojem pravdépodobnostni distribuce, abychom naznadili vztah k nadhodnym
veli¢inam nabyvajicim hodnot z X) je zobrazeni z potenéni mnoziny P(X)EI mnoziny
X do uzavieného intervalu (0, 1):

P:P(X)— (0,1),

takové, ze

1. PX)=1a
2. AL BCX,ANB =0 = P(AUB) = P(A) + P(B).

Poznamka. Vlastnost ¢islo 2 je nazyvana aditivitou pravdépodobnosti.

1 P(X) je tedy mnozina vSech podmnoZin mnoziny X.

93
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Tvrzeni. Pro libovolné pravdépodobnostni rozlozeni X plati:

1. P(0) =0,
2. ACX,= P(A)=1-P(A)f
3. ABCX,AC B= P(A) < P(B).

Podminénou pravdépodobnosti jevu A pii jevu B budeme nazjvat ¢islo P(A|B) pro
které plati
P(A|B)P(B) = P(AN B).

Poznamka. Je-li B jev nemozny, t.j. je-li P(B) = 0, vyhovuje této definici jakékoliv
¢islo. Abychom se v tomto textu vyhnuli z toho vyplyvajicim nepfijemnostem, budeme
pro P(B) = 0 vzdy uvazovat P(A|B) = P(A).

Tvrzeni.

1. Pro libovolny fixni jev B, pro ktery je P(B) > 0, je P(A|B) pravdépodobnostnim
rozlozenim na X.

2. Je-li P(A) >0 a P(B) > 0, potom

pras) - FEAP

Poznamka. Vzorec uvedeny pod bodem 2 je nazyvan Bayesovym vzorcem.

Jevy A, B C X jsou pfi pravdépodobnostnim rozlozeni P nezdavislé, jestlize
P(ANB)= P(A)P(B).
Symbolicky budeme tuto situaci zaznamenéavat
AlpB.
Obdobné, pro libovolné jevy A;, As, ... A, C X budeme symbolem
1p (A1, Ay .. AY)

2 A oznacuje doplnék mnoziny A.
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oznacovat situaci, kdy jsou vsechny tyto jevy Ai, A, ... A, pii pravdépodobnostnim
rozlozeni P nezdvislé, coz nastava, kdyz

VIC{1,2,...,n} P((A)=]]PA).

i€l iel

Poznamka. Stoji za povsimnuti, Ze pro to, aby jevy Ai, As, ... A, C X byly nezavislé
nestaci, aby

P(_ﬁl 4;) = f[lpmi).

Kdyby totiz byla pro definici nezavislosti zvolena tato zjednodusena podminka, potom
by libovolna skupina jevli obsahujici alespon jeden nemozny jev byla nezavisla.

Tvrzeni.

1. Pro libovolné pravdépodobnostni rozlozeni P a libovolny jev A C X

Alp(, AlpX.
2. Je-li P(B) =0, pak A Lp B pro libovolné A C X. Jinak
Alp B<= P(A|B)= P(A).

AlpB<—= AlpB.

Nyni uvazujme tfi obecné jevy A, B,C C X a néjaké pravdépodobnostni rozlozeni P
na X. Budeme fikat, ze jevy A a B jsou podminéné nezavislé pri daném C' a znacit

A lp B|C,
jestlize
P(AN B|C) = P(A|C)P(B|C)f]
Povsimnéme si, ze pii nasi umluvé tykajici se podminovani nemoznym jevem tato
definice pii C' = () degeneruje na nepodminénou nezévislost. Tohoto faktu budeme
casto vyuzivat.

Samoziejmeé, ze lze tento pojem prirozené rozsifit na podminénou nezavislost libovol-
ného poctu jevi. Nicméné, v dalsim textu toto zobecnéni nebudeme potiebovat, proto

3Pro jistotu pripomeiime, ze vyrazem P(A N B|C U D) rozumime P((AN B)|(C U D)).
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ponechavame na rozhodnuti ¢tenare, zda si jej provede sam.

Tvrzeni. Pro libovolné pravdépodobnostni rozlozeni P a libovolné jevy A, B, C C X
je nasledujicich pét vyrazu ekvivalentnich:
1. A 1p B|C,
P(A|BNC) = P(A|C),
P(B|ANC) = P(
P(AnBNC)=PANC)P(B|C),
P(ANBNC)=PBNC)P(A|C).

B|C),

AT B

A.2 Nahodné veliciny

Nyni se za¢neme zabyvat specidlni situaci, kdy mnozina X bude kartézskym souc¢inem
mnozin hodnot, kterych mohou nabyvat nahodné veliciny X;, X5, ..., X,,. Potom
pravdépodobnostni rozlozeni P definované na

Xy X Xg X ... xX,
budeme téz nazyvat pravdépodobnotni distribuci nahodnych velicin X1, X, ..., X,.

Uvazujme nejprve pro jednoduchost pouze dvé nadhodné veliciny X;, Xy a néjakou je-
jich sdruzenou pravdépodobnostni distribuci P(X7, X3). Je zfejmé, Ze z této distribuce
miuzeme (diky aditivité pravdépodobnostniho rozlozeni) spocitat pravdépodobnost

P(X;=a)=P{(z1,22) e Xy xXs 121 =a}) = > P(X;=a,Xo=m)

xr2€Xo

odpovidajici jednorozmeérné margindlni distribuci nahodné veliciny X;. Zobecnénim
této uvahy dostaneme, ze libovolna n-rozmérnd pravdépodobnostni distribuce defi-
nuje jednoznac¢né vSechny své ménérozmérné marginalni distribuce. Nicméné pozna-
menejme, ze opacné tvrzeni neplati. V obecném pripadé jakykoliv systém marginalnich
distribuci neurcuje sdruzenou distribuci jednoznacné.

Vime-li, co je distribuce marginalni k dvourozmérné distribuci P(X7, X3), miZeme
si definovat podminénou pravdépodobnostni distribuci veli¢iny X; pti dané veli¢iné X,
jako funkci P(X;|X53) (opét na kartézském soucinu X; x X, respektive na jeho potencni
mnoziné), pro kterou plati

P(X1|X2)P(X2) - P(Xl,XQ).
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Obdobné, pro dvé disjunktni podmnoziny indexu I, I, C {1,2,...,n} definujeme pod-
minénou pravdépodobnostni distribuci P((X;)iern [(Xi)icr,) vyrazem

P((Xy)ien [(Xi)ier,) P(Xi)ier,) = P((Xs)ienun)-
Je-li I = (), potom definujeme P(X;);er) = 1.

Poznamka. Z uvedené dodatecné poznadmky vyplyva, Ze pro I, = (), degeneruje pod-
minénd distribuce P((X;)ier, |(Xi)icr,) opét na nepodminénou distribuci P((X;)icr, )-

Tvrzeni.

1. Pro libovolnou hodnotu a € X, je P(X;|Xs = a) pravdépodobnostni distribuci
veli¢iny X;.

2. Je-li P(X3, X5) > 0, potom

P(Xo|X1)P(X1)

zeX

P(X1|X3) =

Poznamka. Vzorec uvedeny pod bodem 2 je nazyvan Bayesovym vzorcem pro ndhodné
veliciny. Jestlize si ¢tenar neni jisty jak tomuto vzorci rozumét, poznamenejme, ze se
jedné o rovnost dvou funkci, neboli, Ze pro vSechny dvojice (z1,x2) € X; x Xy musi
platit

P(X2 = ZL'2|X1 = ZEl)P(Xl = Il)

Z P(Xg = I2|X1 = I‘)P(Xl = I)

reX1

P(Xl = $1|X2 = $2) =

Analogicky k pojmiim, které jsme si zavedli pii studiu pravdépodobnosti jednotlivych
jevit (podmnozin X), budeme si nyni definovat nezavislost a podminénou nezavislost
nahodnych veli¢in.

Uvazujme opét nejprve dvourozmérnou pravdépodobnostni distribuci P(X;, X5). Ve-
liciny X; a X5 jsou pfi distribuci P nezavislé jestlize

P(X1, X2) = P(X1)P(X2).

Jak lze ocekavat, budeme fakt, Zze veliciny X; a X, jsou pri distribuci P nezavislé
oznacovat symbolem X; L p Xos.

Pro vicerozmérné nahodné velic¢iny se nabizi velice obecna alternativa tohoto pojmu.
My si zde zavedeme pouze jeji dvé specialnéjsi verze. Budeme definovat situaci, kdy
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vSechny veli¢iny jsou nezavislé a kdy se veli¢iny rozdéli na dvé vzajemné nezavislé
skupiny.

Uvazujme tedy obecné n-rozmérnou ndhodnou veli¢inu P(X7, ..., X, ). Budeme fikat,

ze veli¢iny X1, ..., X,, jsou pri distribuci P vzdajemné nezdvislé jestlize

P(Xy,...,X,) = H P(X3).

Poznamka. Vsimnéme si rozdilu v této definici nezavislosti vice veli¢in oproti situaci,
kdyz jsme si definovali nezavislost vice jevii.

Disjunktni skupiny ndhodnych veli¢in (X;)ier, a (X;)ier, (pro I1, 1o C {1,2,...,n},
I N Iy = 0) jsou pii distribuci P nezdvislé (znacime (X;)icr, Lp (Xi)ic1,), jestlize

P((Xiienun) = P(Xa)ien ) P(Xi)icn)-

Jsou-li I, 15, I3 C {1,2,...,n} po dvou disjunktni, (I; # 0 # I3), potom Fikdme, Ze
(Xi)ier, & (Xi)ier, jsou podminéné nezdvislé pti (X;)icr,, jestlize

P((Xa)ienun|(Xi)ier,) = P(X3)ien [(Xi)ier) P((Xi)ier, |(Xi)ier,)-
Tuto situaci budeme symbolicky oznacovat

(Xi)ien, Lp (Xi)ien|(Xi)icrs-

Poznamka. Obdobné jako na Bayestv vzorec musime se i na vyse uvedené rovnosti
divat jako na rovnosti funkeci.

Tvrzeni. Pro libovolné pravdépodobnostni rozlozeni P a libovolné neprazdné dis-
junktni podmnoziny indexit 1, I C {1,2,...,n} jsou nasledujici tii vyrazy ekviva-
lentni:

L. (Xi)ieh J—P (Xi)ielzv

2. P(X)ien|(Xi)ier,) = P((Xi)ien),
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3. P((Xi)iel2|(Xi)ieh) - P<<Xi)z‘elz)'

Tvrzeni. Jestlize pro néjaké pravdépodobnostni rozlozeni P(Xq,...,X,,) je

pak jsou nezavislé velic¢iny i jeho margindlu P((X;);c;) pro libovolné I C {1,...,n},
t.j.
Lp (Xi)ier)-

Tvrzeni. Pro libovolné pravdépodobnostni rozlozeni P a libovolné disjunktni pod-
mnoziny indext I, I, I3 C {1,2,...,n} (I; # 0 # I))je nésledujicich pét vyrazi
ekvivalentnich:

L (Xiien, Lp (Xi)ien|(Xi)ier,,

2. P((Xy)ien |(Xi)ienur) = P(Xi)iern |
Xz)2612|( z)ze]lLJIg) P((XZ)ZGIQ|
Xl)lEIlUIQUIg) = P((Xi)iehulg)P
XZ)?,GIIUIQUI?,) = P((Xi)ielzulg)P

Xz zEIg)

W"U

Xz i€l ’( 1)1613)7

((
((
((
(( Xi)ien |(Xi)ien)-

)
)
)
)

ot
e

A.3 Pojmy teorie informace

Budiz P pravdépodobnostni rozlozeni definované na kone¢né mnoziné X. Shannonov-
skou entropit H(P) tohoto rozlozeni nazveme ¢islo

— Y P(xz)log P(x).

zeX

Obdobné Shannonovskou entropii pravdépodobnostni distribuce P(Xy, ..., X,) definuje
¢islo

HP(X1,....,Xn)=— > ... Y P(z1,...,z,)log P(x1,...,2n).

r1€X1 Tn€Xn

Tvrzeni. Pro libovolné pravdépodobnostni rozlozeni P na X plati

1. 0 < H(P) <log|X|.
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2. H(P) = 0 pravé kdyz existuje = € X, pro které P(z) = 1. (VSechny ostatni body
mnoziny X jsou tedy jevy nemoznymi.)

3. H(P) = log|X| pravé kdyz

pro vsechny body z € X.

Vzdajgemna informace obsazend ve sdruzené dvourozmérné pravdépodobnostni distribuci
P(X, X5) je definovana

P(xy,x
] Xl,XQ Z Z 1’1,1‘2 IOgP(agl)lp(;?2>

r1€X1 22€6X2

Méame-li obecné n-rozmérnou pravdépodobnostni distribuci P(X7, ..., X, ), potom zo-
becnénim tohoto pojmu je vzdjemnd informace mezi dvéma skupinami velicin (X;)ier,
a (Xy)ier, (NI =0, Ul ={1,...,n}) definovand vyrazem

Ip((Xi)ien; (Xi)ier,) =

_ ml%;(l L .xn;(n P(xy,...,2,)log P((xi)iEIl)'P«xi)ieIz).

Tvrzeni. Pro libovolnou n-rozmérnou pravdépodobnostni distribuci P(X3, ..., X,,) a
jakykoliv netrividlni rozklad {1y, I} indexové mnoziny {1,...,n} plati

L. 0 < Ip((Xi)ien; (Xi)ier,) < min [H(P((X;)ier,))]-

k=12
2. Ip((Xi)ien; (Xi)ier,) = 0 pravé kdyz ((X)ier,) Lp ((Xi)ien)-

3. IP((Xi)ieh; (Xi)ielg) = H(P((Xz)zeh)) prévé kdy% ((Xi)ieh) je pfl distribuci P
funkéné zavislé na ((X;)ier,), t.j., kdyz pro kazdou kombinaci hodnot

((%)ier,) € XienX;
existuje praveé jedna kombinace hodnot
((zi)ien) € Xien X,

takova, ze

P((Xi = 2:)ien |(Xi = %i)ier,) = 1.
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Posledni pojem, kterym se budeme zabyvat je informacni obsah sdruzené pravdépo-
dobnostni distribuce P(X7, ..., X,). Ten je definovan vyrazem

(X1 X)= % ... % P(xl,...,xn)logPp(ifj;,‘-'.'.éf;i).

1 €X1 Tn€Xn

Tvrzeni. Pro libovolnou n-rozmérnou pravdépodobnostni distribuci P(X7, ..., X,,)
plati

1.0 < Ip(Xy,...,X,).
2. ]p(Xl, N ,Xn) =0 prévé kdyi J_p ((XZ)Zzl 77777 n)

3. Pro libovolny netrividlni rozklad {I;, >} (t.j. [ # 0 # I) indexové mnoziny
{1,...,n} plati

Ip(X1,. ., Xn) = Ip((Xi)ien,) + Ip((Xi)ien,) + Ip((Xi)ien; (Xi)ien)

a tedy
Ip(Xy,..., X)) = Ip((Xi)ien) + Ip((Xs)ier,)

pravé kdyz
(Xiien) Lp ((Xi)ier,)-

A.4 Cvicéeni

1. Dokazte vSechna tvrzeni uvedend v tomto dodatku.
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