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Obor hodnot

Necht X je kartézsky soucCin konecnych mnozin hodnot néjakych

nahodnych veliCin.

Napfiklad méjme dvé dvouhodnotové veliCiny Gender a Hair.

Hodnoty veliCiny Gender jsou male a female.

Hodnoty veliCiny Hair jsou long a short.

MnoZina X = {male, female} x {long, short} obsahuje Ctyfi prvky

(male,long)

(male, short)

(female,long)

(female, short)

zkracené




Poten¢ni mnozina

Potencni mnozina P (X)) mnoZiny X je mnoZina vSech podmnozin
mnoziny X. V nasem prikladé

X = {lm1),(ms),(f,1),(f,s)}

( {}, )
10m, D)y, A0m,8)p, A, D} 1(fr8)}
Lm, 1), (m,s), {(m, 1), (f, 1)}, 1(m,1),(f,s)}
P(X) = Alms), (f,0}, {(m,s),(f,s)}, {(f, 1), (f.5)}
1m, 1), (m,s), (f, D)}, 1(m,1),(m,s), (f,8)},
1, 1), (f,1),(f,8)}, 1(m,s), (f,1),(f,8)},
| A1), (m,s), (f, 1), (f,8) )
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Pravdépodobnostni distribuce

Pravdépodobnostni distribuce P na X je zobrazeni z potencni
mnoziny P(X) do uzavieného intervalu (0, 1) splfujici:

e P(X)=1a
e A BCX, ANB=0 = P(AUB) =P(A)+ P(B).

V nasem prikladé

o P({(m,1),(f,1), (m,5)(f,5)}) =1

o P({(m,1),(m,s)}) = P({(m, 1))+ P({(m,s)})

e atd.




Specifikace pravdepodobnostni distribuce
Prvky potencni mnoziny P(X') se nazyvaji jevy.
Prvky mnoziny X se nazyvaji elementarni jevy.
V prikladé jsme méli Ctyfi elementéarni jevy: (m,1),(m,s),(f,I) a (f,s).

Pro uplnou specifikaci pravdepodobnostni distribuce P staci
definovat pravdépodobnosti elementarnich jevi. Diky aditivité mame
definovanou pravdépodobnost vSech jevl.

V naSem prikladé staci definovat
o P({m,1}),P({m,s}),P({f,1}) a P({f,s}) tak, aby platilo:

o P({m,1})+P({m,s}) + P({f,1}) + P({f,5}) = 1.

Misto P({a, b}) budeme pouZivat zkraceny zapis P(a,b). V pfipadé,
kdy budeme potfebovat zdUlraznit proménné budeme pouzivat zapis
P(A=a,B=0).



Specifikace pravdepodobnostni distribuce

Pro Gplnou specifikaci pravdépodobnostni distribuce P staci
definovat:

P(male,long) = 0.1 long short
P(male, short) = 0.4 male | P(m,1)=0.1 | P(m,s) =04
P(female,long) = 0.3

P(female, short) = 0.2 female | P(f,1)=03 | P(f,s) =02

Evidentné plati, ze

P(male,long) + P(male, short) + P(female,long) + P(female, short) = 1



Marginalizace

Marginalni distribuce veliCiny B je pravdépodobnostni distribuce na B
takova, ze pro kazdou hodnotu b veliCiny B plati, ze

P(b) = P({(a,b):t'=b}) = ¥ P(a,b)

Zkracené pro celou distribuci na B budeme psat

P(m) =0.5

P(f) =05

P(B) = zP(A,B)
A
P(m) = P(m,l)+P(m,s)=0.1+04 P(m,1) =01 | P(m,s) = 0.4
P(f) = P(f,1)+P(f,s) =03+0.2
P(f,1) =03 | P(f,s) =02
P(l) = P(mI1)+P(f,1)=01+03 P(1)=04  P(s)=06
P(s) = P(m,s)+ P(f,s) =0.4+40.2
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Podminéna pravdepodobnost

Podminénéa pravdépodobnost P(A|B) je pravdépodobnostni
distribuce veliiny A spliujici vztah P(A|B) - P(B) = P(A, B).

Jestlize P(B) je nenulové pak P(A|B) = Pz(v?é])g)'

P(male,long) = 0.1 long short
P(male, short) = 0.4
P(female,long) = 0.3
P(female, short) = 0.2 female | P(f,1) =03 | P(f,s) =02

male | P(m,1) =0.1 | P(m,s) = 0.4

P(male, lon 0.1
P(male|long) = (P(long) 8) =94 = 1/4




BayesUv vzorec

P(A,B)  P(BJA)-P(A) P(B|A) - P(A

) )
PAAIB) = “pBy = “S,P(A4,B) ~ 5P(BA)-P(A)

Napriklad méjme dvé veliCiny:
e R -Rain ... vnoci prselo s hodnotami y = yes a n = no.
e W - Wet grass ... trava je mokra s hodnotami y = yes a n = no.
Vime, Ze:
e jestlize v noci prselo, pak je trava mokra s pravdépodobnosti %,
e jestlize neprSelo, pak je trava mokra s pravdéepodobnosti %,
e pravdépodobnost, Ze bude v noci priet je 3.

Rano vidime, ze trava je mokra. Jaka je pravdepodobnost, ze v noci
prselo?



Pouzitl Bayesova vzorce

P(R=y|W =y)

1
4
1 1 4
1T 1 2

WG
WIN

Pravdépodobnost, ze v noci prselo je %.
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Nezavislost

Dirne <] Fenny [ Dime <] Petiry [
70.00 head I 20.00 head 70.00 head I e ad
30.00 tail BONI0 tail 30.00 tail 0.00 tail

Twice_a_head m‘ Twice_a head R]‘

14.00 true £0.00 true
B6.00 false 30.00 false

Pravdépodobnost spolecného vyskytu hodnot veli€in je rovna
soucinu pravdépodobnosti jednotlivych pravdépodobnosti.

P(Dime = head, Penny = head) = P(Dime = head) - P(Penny = head)

Téz, zjistime-li hodnotu jedné veliCiny, nema to vliv na hodnotu druhé
veliciny.

P(Dime = head|Penny = head) = P(Dime = head)

11



Nahodné vybereme jednu minci
pro dva hody.

Cain [ Cain [:]
a0.00 penny 22.22 penny
50.00 dime r.rg dime
First flip Second fip [ First_flip Second flip [
45.00 head 45.00 head T TTEE I 55.99 head
A5.00 tail a5.00 tail .00 tail 4111 tail

Prvni hod ma vliv na pravdépodobnost vysledku druhého hodu.
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Nyni, pfedpokladejme, ze zname vybranou

Cain [ Cain [
III 00 penny III 00 penny
I i e I dirme
First flip Sacand flip [ First flip Secand flip [
T0.00 head T0.00 head I head T0.00 head
30.00 tail 30,00 tail 0.00 tail 30.00 tail

Jestlize vime, ktera mince bude pouzita pak vysledek prvniho hodu
nema vliv na pravdépodobnost vysledku druhého hodu.
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Podminéna nezavislost

Pravdépodobnost spolecného vyskytu hodnot veli€in pfi dané
hodnotée treti veliCiny je rovna soucinu pravdépodobnosti jednotlivych
podminénych pravdépodobnosti:
P(First_flip = head, Second_flip = head|Coin = dime)
= P(First_flip = head|Coin = dime) - P(Second_flip = head|Coin = dime)
Jestlize nezname minci, vysledek prvniho hodu ma vliv na
pravdépodobnost vysledku druhého hodu.
Jestlize zname minci, pak vysledek prvniho hodu nema vliv na
pravdépodobnost vysledku druhého hodu.
P(Second_flip = head|Coin = dime, First_flip = head)
= P(Second_flip = head|Coin = dime)
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Ret&zcové pravidlo

Z definice podminéné pravdépodobnosti plyne, Ze mlzeme psat:

P(A,B,C, D)

B,C,D)-P(B,C,D)
B,C,D)-P(B|C,D) - P(C, D)
B,C,D) - P(B|C,D) - P(C|D) - P(D)
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Pro€ je Holmesuv travnik mokry?

Holm  Je Holmesuv travnik mokry?
Rn Prselo v noci?
Sprnk Byl Holmesuv postfikova¢ zapnuty?

Wat Je WatsonUyv travnik mokry?

e Holmesulv travnik mtze byt mokry bud protoze prselo, nebo
protoze mel zapnuty postrikovac.

e WatsonUyv travnik mize byt mokry protoze prSelo. Holmestv
postfikova¢ nema vliv na Watsonuv travnik.

e DéSt nesouvisi s tim, jestli ma Holmes zapnuty postrikovac.
Retézcoveé pravidlo a podminéné nezavislosti uvedené vyse davaji:
P(Holm, Wat, Rn, Sprnk)
= P(Holm|Wat, Rn, Spruk) - P(Wat|Rn, Sprnk) - P(Rn|Sprnk) - P(Sprnk)
= P(Holm|Rn, Sprnk) - P(Wat|Rn) - P(Rn) - P(Sprnk)
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Pro¢ je Holmesuv travnik mokry?

P(Holm, Wat, Rn, Sprnk)
= P(Holm|Rn, Sprnk) - P(Wat|Rn) - P(Rn) - P(Sprnk)

Holmes ? |_ Watson? l_ Sprinkler?

| wves | no | wves | no | 0.1
III 1 0.2 04
1 08 | 0

0 0.8
0 0.1 0 1
=]
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Definice bayesovskeé sité
acyklicky orientovany graf (DAG) G = (V, E)

kazdy uzel i € V odpovida jedné nahodné veliCiné X; s
koneCnym pocCtem navzajem disjunktnich hodnot X;

pa(i) bude oznaCovat mnozinu rodi€t uzlu i v grafu G

ke kazdému uzlu i € V odpovida podminéna pravdepodobnostni
distribuce P(Xi | (Xj)]'épa(i))

acyklicky orientovany graf (DAG) reprezentuje podminéné
nezavislostni vztahy mezi veliCinami (X;);cy
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Podminéné nezavislost dané grafem

Predpokladejme usporadani veli€in X;,i € V takove, ze jestlize

j € pa(i) pak j < i.
&)
s
% \/
/N

Z grafu vyplyvaji nasledujici podminéné nezavislosti

X; AL Xg | (X)) fori e Vandk <iandk & pa(i)

jepali)

Napﬁklad Xe 1L X1, X5, X5 ‘ X3, Xy4.
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Podminéné nezavislosti dané grafem

(8)
e

®

Otazky:
e Naleznéte poradi splnujici pozadavek na usporadant:
jestlize j € pa(i) pak j < i.
e Kolik je usporadanich splnujici tento pozadavek?
e Jaké nezavislosti plynou z daného usporadani?

e Jaka pravdépodobnostni distribuce splnuje dané nezavislosti a
plati, ze jeji podminéné marginalni distribuce odpovidajici
distribucim P(A), P(B), P(C | A,B), P(D | B) a P(E | C, D).
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° o

¢ o

®

Poradi splfiujici poZzadavek: jestlize j € pa(i) pak j < ijsou

A B C D E 2 3 4 )

1 2 3 4 5| B1 A - D1 AC|B E1WAB|CD
2 1 3 4 5| A1LB - D1 AC|B E1AB|CD
1 2 4 3 5|B1ULlA DULA|B CIULD|AB E1WAB|CD
2 1 4 3 5|AlUlB DIULA|B CIlLD|AB E1WAB|CD
3 1 4 2 5 - A1l B ClLD|AB E1 AB|C,D
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Pravdépodobnostni distribuce bayesovské sité

Pouzijeme-li fetézcoveé pravidlo dostaneme:

P(Xi)iev) = []1PXi|Xiz1,-.., X1)
eV

Pouzijeme-li podminéné nezavislosti z grafu pak dostaneme

P((Xi)icv) = Rl/le ]Epa )

- pravdépodobnostni distribuci representovanou bayesovskou siti.

Pro tuto distribuci plati:
e splnuje vSechny podminéné nezavisloti z grafu a

e jeji podminéné pravdépodobnostni distribuce odpovidaji
(X | ( )]Epa( ))’ 1eV.
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Priklad bayesovskeé site

P(Holm, Wat, Rn, Sprnk)
= P(Holm|Rn, Sprnk) - P(Wat|Rn) - P(Rn) - P(Sprnk)

Holmes ? |_ Watson? Sprinkler?

01

||| : :
1 08 |1 0

0 01 |0 1
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Podminéné nezavislosti dané grafem - d-separace

Dva uzly i a j jsou d-separovany mnozinou uzll ), jestlize pro
vSechny cesty mezii a j plati:

e cesta obsahuje uzel, ve kterém se hrany nesetkavaji
“head-to-head” a ktery nalezi do ) nebo

e cesta obsahuje uzel, ve kterém se hrany setkavaji
“head-to-head” a ani on, ani zadny jeho naslednik nenalezi do ) .

Jestlize i a j jsou d-separovany mnozinou uzlt ), pak velic¢iny X; a
X jsou nezavislé dano (Xj)cy-
Priklad:
e A nD|E
@ _® C LD

® C1l D|B
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Ovérte, zda plati v grafu podminéné nezavislosti

@—0—-0
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E 1B
E 1D
E 1 D
E1LD
E 1D

A
C
C,F
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Ovérte, zda plati v grafu podminéné nezavislosti

@—0—-0
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ano

ne
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Byl HolmesUv postfikovac¢ zapnuty?

Sprinkler? Fain? Sprinkler?
[ | 10.00 yes T A3 ves N 3382 vyes
Ly B 26.47 no PEE.12 no

YWatson?

a2 ves
M 2118 no

Wiatson? Halmes?

P 36.00 ves
PE4.00 no

Haolmes*

I e

B 27.20 ves
0.00 no

PE2 20 no

Sprinkler?
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Zjednoduseny diagnosticky priklad

VySetfujeme pacienta.
MoZna diagnoza je: tuberkul6za, rakovina plic, nebo zanét pridusek.

Wigit to Asia?
Has tuberculosis

Tuberculosis ar cancer
Fositive H-ray?

Has bronchitis
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Zatim nevime o pacientovi nic.

N i Srmoker?
Visitto Asia? [ ‘I—su.uu yes ||
|| 1.00 yes [ 50.00 na

Has tuberculosis [5) || Has lung cancer [

X

( Has bronchitis

1.04 yes .40 yes
TR no _ no [ 4500 yes
A 5.00 no

[ Tuberculosis or canceld|

1 6.48 yes I
PEEER no

i Positive ¥-ray?  [5d| (i Dyspnoea? [l
[ | 11.03 yes I 4360 ves
[NEEET no PRR 40 ho

Pacient je kurak.

[ Visitto Asia? [l

I 1.00 ;%S |

Smoaker?

[ ||
0.00 no

Has tuberculosis [?]1

1.04 yes I
IOEEE no

(i Has lung cancer 5|
||l 10.00 ves L

Tuberculosis or cancel?]zl

] 10.94 ves ||
PEEE o

(i Fositive ¥-ray?

=

] 1517 yes
INEEE: no

29

no

X

Has bronchitis

‘I ED.00 yes
I 40.00 no

Dwspnoea?
ARG 28 ves
[ 4472 no




Pacient je kurak

[ Visitto Asia? | [

|I 1.00 ves
PEE no

Smoker?
I e

0.00 no

Has tuberculosis [YI:I (

Has lung cancer RTI

|| 1.04 yes || ||l 10.00 yes
o L]

[ Tuberculosis or canceld|

] 10.94 ves
EE0E no

i Positive X-ray? _ [>d|

] 1517 yes
D no

|| (i Has bronchitis | [5)|

PR D.00 yes
N 40.00 no

Dysphnoea? []
A28 yes

I 4472 no

a navic si stézuje na dusnost

Smoker?
WVisitio Asia? et
|| 1.02 yes |I _EI.EID e
PSS no
i Has tuberculosis [5d)) Has lung cancer [
| 1.54 yag ||. 14.93 ves |I Has brunchltls IYTI
INEEEE no s 7 no ‘I 2 ves |I
| | 11.98 no

[ Tuberculosis ar canceld)

B 1627 yes |
IEEN 2 no

(i Positive %-ray? _ [5| Dyspnoes?
B 2009 ves yes
1 ho 0.00 no
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Pacient je kurak, stézuje si na dusnost ... a navic jeho RTG je positivni

Smoker? Smoker?
Wisitto Asia? IYTI ‘ 10000 ves ] Wisit to Asia? IETI I -
|| 1.02 yes ‘I 0.00 no || 1.25 yes ‘I 0.00 no
PEEE ho INEETE ho
[ Has tuberculosis | | Haslung cancer | S mmhms = Has tuberculasis | [ Has lung cancer [ ” —
[ 1,54 yes ||I 14.83 yes ‘I ‘II 753 yes || | N 37 ves ‘I iz olglidillie
ENEEEE ho BEEEA 7 no ‘I 2 yes || no BN 2763 no ‘—-3? yes
B} 11.98 no [ 2863 no
| Tuberculosis or canceIYTI | Tuberculosis or cancel?TI
Il 16.27 ves I ‘|_15 yes |I
IEEN S no R 20.85 no
||- Positive soray? | ‘ Cyspnoea? ] Positive oray? | Cyspnoea?
20.09 yes yes |I yes ‘I Yes
A1 no 0.00 no 0.00 no 0.00 no
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Pacient je kurak, stézuje si na dusnost,
jeho RTG je positivni ... a havic byl v Asii

=
7 ?
I Visitto Asia? )| Smm‘;;rs I [ Visitto Asia? [ Smafzrs'
1.25 ves |I 0.00 no | I /e |I 0.00 ho
NEETEE no 0.00 no
Has tuberculosis RI:I (i Has lung cancer RTI — Has tuberculosis RTI ( Has lung cancer Rﬂ =
‘l' 753 yos | = | —_Has bronchitis ] ‘l 25.95 yes | [ || | —_Has bronchitis
no 27.63 no ‘_.3T Yes || L e [ 42.08 no ‘_.09 yes
I 2863 no B 2981 no
|| Tuherculosis orcancel?TI || Tuberculosis urcancel?TI
‘—15 yes ‘_a y&s ||
2085 no 16.02 no
Positive X-ray?  [5)| Cysnhoea? (i Positive ¥-ray? [ Dvepnoea?
|I WES YRS | [ i T YES ‘I YES
0.00 no 0.00 no 0.00 no 0.00 no
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Vyhoda reprezentace bayesovskou siti

Predpokladejme, ze mame problém, ktery budeme modelovat
pomoci 7 veli¢in a kazda veli¢ina mtze nabyvat dvou hodnot.

Pouzijeme-li representaci pomoci jedné tabulky potfebujeme pro
ulozeni v paméti pocitacCe distribuce 2" — 1 hodnot.

Predpokladejme, bayesovskou sit majici téz »n veliCin nabyvajicich
dvou hodnot s grafem nasledujici struktury:

Pro jeji ulozeni v paméti pocCitaCe potfebujeme
1+ (n—1)-2=2n—1hodnot.
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Vyhoda reprezentace bayesovskou siti

n 20 -1 2n—1
2 3 3
3 7 5
4 15 7
10 1023 19

100 1.27-10%Y 199
1000 1.07-10301 1999
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Typické pouziti bayesovskych siti

e pro modelovani a vysvétleni chovani, problému v rliznych
oblastech - napf. model chovani vody v krajine,

e pro prepocteni pravdépodobnosti hodnot urcitych veliCin kdyz
jsme pozorovali nékteré jiné veliCiny, t.j. poCitani podminénych
pravdépodobnosti, napf. P(X»3|X17 = yes, X54 = no) - napt.
urceni diagnozy pfi pozorovanych priznacich.

e pro nalezeni nejpravdepodobnéjSich konfiguraci proménych -
napr. prfi automatickém rozpoznavani reci, nebo pfi dekdodovani
zakodovanych zprav,

e pro podporu rozhodovani pfi nejisté informaci - pouziti teorie
maximalizace oCekavaného uzitku (ukazka),

e pro nalezeni dobrych strategii pro feSeni problémi v oblastech z
nejistotou - napf. technicka diagnostika laserovych tiskaren,
nebo navrh adaptivnich testl (pfednaska za tyden).
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Z historie bayesovskych siti - 1

Bayesovskeé sité patii mezi pravdépodobnostni grafické modely.

e Prvni pouziti modell podobnych grafickym modellim
ve statistické mechanice (Gibbs, 1902),
genetice (Wright, 1921),
analyze kontingencnich tabulek (Barlett, 1935).
e Skutec¢né rosifeni myslenky pouZiti grafickych modelt az v
osmdesatych letech 20.stoleti:
Pearl (1982),
Spiegelhalter a Kill-Jones (1984),
Perez a Jirousek (1985),
Lauritzen a Spiegelhalter (1988)
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Z historie bayesovskych siti - 2

e Vychazi zakladni monografie o grafickych modelech a
bayesovskych sitich:

Pearl (1988), Probabilistic Reasoning in Intelligent Systems:
Networks of Plausible Inference,

Neapolitan (1990), Probabilistic reasoning in expert
systems: theory and algorithms,

Hajek, Havranek, Jirousek (1991), Uncertain Information
Processing in Expert Systems,

Lauritzen (1996), Graphical models,

Jensen (1996), An introduction to Bayesian networks.
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Z historie bayesovskych siti - 3

e Objevuji se aplikace bayesovskych sitich v rlznych oblastech:
Munin (1989) - Bayesian network for the median nerve
Pathfinder (1990) - lymph-node pathology,

Decision theoretic troubleshooting (1994) - technicka
diagnostika zafizeni.

e Objevuji se prvni verze software umoznujici praci s

bayesovskymi sitémi:
Hugin (1989) http://www.hugin. com,
Netica (1995) http://www.norsys. com,
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