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Tato prezentace je k dispozici na:
http://www.utia.cas.cz/vomlel/



Chyby rozhodovánı́

Necht’

δ(a, b) =

 1 když a = b

0 jindy.

Chyby rozhodovánı́ definujeme:

pd(a1 → a2) = ∑
r∈Q:d(r)=a2

P(r|a1) = ∑
r∈Q

P(r|a1) · δ(d(r), a2)

pd(a2 → a1) = ∑
r∈Q:d(r)=a1

P(r|a2) = ∑
r∈Q

P(r|a2) · δ(d(r), a1)
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Rodina všech rozhodovacı́ch funkcı́

D ... rodina všech rozhodovacı́ch funkcı́

D = Q1 × Q2 × . . . × QN 7→ {a1, a2}

N ... počet otázek s možnostı́ dvou odpovědı́

2N ... počet všech možných kombinacı́ odpovědı́

... pro každou odpověd máme dvě možnosti zařazenı́ - a1 a a2

22N
... rozhodovacı́ch funkcı́

Přı́klad Pro N = 1 máme 4 rozhodovacı́ funkce:

d1(0) = a1 d1(1) = a1

d2(0) = a1 d2(1) = a2

d3(0) = a2 d3(1) = a1

d4(0) = a2 d4(1) = a2
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Dominance rozhodovacı́ch funkcı́

Definice

d1 dominuje d2 jestliže bud’

pd1(a1 → a2) ≤ pd2(a1 → a2)

pd1(a2 → a1) < pd2(a2 → a1)

nebo

pd1(a1 → a2) < pd2(a1 → a2)

pd1(a2 → a1) ≤ pd2(a2 → a1)
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Přı́pustná rozhodovacı́ funkce

Definice

Rozhodovacı́ funkce d ∈ D je přı́pustná, jestliže v D neexistuje
rozhodovacı́ funkce, která by ji dominovala.

Přı́klad

Pro N = 1 máme 4 rozhodovacı́ funkce:

d1(0) = a1 d1(1) = a1

d2(0) = a1 d2(1) = a2

d3(0) = a2 d3(1) = a1

d4(0) = a2 d4(1) = a2
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Z definice chyby rozhodovánı́

pd(a1 → a2) = ∑
r∈Q

P(r|a1) · δ(d(r), a2)

pd(a2 → a1) = ∑
r∈Q

P(r|a2) · δ(d(r), a1)

dostáváme:

i pd(a1 → a2) pd(a2 → a1)

1 0 P(0 | a2) + P(1 | a2)

2 P(1 | a1) P(0 | a2)

3 P(0 | a1) P(1 | a2)

4 P(0 | a1) + P(1 | a1) 0

6



Mějme pravděpodobnostnı́ distribuci P(Q1, A) definovanou
následujı́cı́ tabulkou:

Q1 = 0 Q1 = 1

A = a1 0.2 0.1

A = a2 0.3 0.4

Z nı́ spočteme podmı́něnou pravděpodobnostnı́ distribuci P(Q1 | A)

Q1 = 0 Q1 = 1

A = a1
2
3

1
3

A = a2
3
7

4
7
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Pro chyby rozhodovánı́ dostáváme:

i pdi (a1 → a2) pdi (a2 → a1)

1 0 1

2 1
3

3
7

3 2
3

4
7

4 1 0

Rozhodovacı́ funkce d3 je dominovaná rozhodovacı́ funkcı́ d2 a tudı́ž
je nepřı́pustná.

Ostatnı́ rozhodovacı́ funkce nejsou dominované a tudı́ž jsou
přı́pustné.
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Přı́klad

Zjistěte, které rozhodovacı́ funkce z rodiny všech možných
rozhodovacı́ch funkcı́ pro N = 1 jsou přı́pustné pro
pravděpodobnostnı́ distribuci P(Q1, A) definovanou následujı́cı́
tabulkou:

Q1 = 0 Q1 = 1

A = a1 0.1 0.2

A = a2 0.3 0.4
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Řešenı́ přı́kladu

Z P(Q1, A) spočteme podmı́něnou pravděpodobnostnı́ distribuci
P(Q1 | A)

Q1 = 0 Q1 = 1

A = a1
1
3

2
3

A = a2
3
7

4
7

a pro chyby rozhodovánı́ dostáváme:

i pdi (a1 → a2) pdi (a2 → a1)

1 0 1

2 2
3

3
7

3 1
3

4
7

4 1 0

Všechny rozhodovacı́ funkce jsou přı́pustné.
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Jsme schopni zkonstruovat přı́pustné rozhodovacı́
funkce?

Tvrzenı́

Necht’ w(a1) a w(a2) jsou nezáporná čı́sla. Potom rozhodovacı́
funkce

d(r) =

 a1 když w(a1) · P(r | a1) > w(a2) · P(r | a2)

a2 když w(a1) · P(r | a1) < w(a2) · P(r | a2)

je přı́pustná. Navı́c tato rozhodovacı́ funkce minimalizuje funkci

S(d) = w(a1) · pd(a1 → a2) + w(a2) · pd(a2 → a1) .
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Důkaz tvrzenı́ - část 1

S(d) = w(a1) · pd(a1 → a2) + w(a2) · pd(a2 → a1)

= ∑
r∈Q

w(a1) · P(r|a1) · δ(d(r), a2) + ∑
r∈Q

w(a2) · P(r|a2) · δ(d(r), a1)

= ∑
r∈Q

[w(a1) · P(r|a1) · δ(d(r), a2) + w(a2) · P(r|a2) · δ(d(r), a1)]

Povšimněme, si, že

δ(d(r), a2) + δ(d(r), a1) = 1 .

Proto S minimalizuje rozhodovacı́ funkce d′ taková, že pro každé r
vždy přičte menšı́ z chyb

x1(r) = w(a1) · P(r|a1)

x2(r) = w(a2) · P(r|a2)
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Důkaz tvrzenı́ - část 2

Minimalizujeme

S(d) = ∑
r∈Q

[x1(r) · δ(d(r), a2) + x2(r) · δ(d(r), a1)]

Přičtenı́ menšı́ z chyb je realizováno funkcı́

d(r) = d′(r) =

 a1 když x1(r) > x2(r)

a2 když x1(r) < x2(r)

což je přesně funkce d z Tvrzenı́:

d(r) =

 a1 když w(a1) · P(r | a1) > w(a2) · P(r | a2)

a2 když w(a1) · P(r | a1) < w(a2) · P(r | a2)

Tı́m jsme ukázali, že d minimalizuje S.
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Důkaz tvrzenı́ - část 3

Kdyby existovala rozhodovacı́ funkce d′′ ∈ D která by dominovala d
pak by bud’

pd′′(a1 → a2) ≤ pd(a1 → a2)

pd′′(a2 → a1) < pd(a2 → a1)

nebo

pd′′(a1 → a2) < pd(a1 → a2)

pd′′(a2 → a1) ≤ pd(a2 → a1)

což by nutně znamenalo, že S(d′′) < S(d), což je ve sporu s tı́m, že
d minimalizuje S.

Tudı́ž neexistuje d′′ ∈ D, která by dominovala d. Tı́m jsme dokázali,
že d je přı́pustná. 2
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Rozhodovacı́ funkce optimálnı́ vzhledem ke kritériu
maximálnı́ věrohodnosti

minimalizuje

S(d) = w(a1) · pd(a1 → a2) + w(a2) · pd(a2 → a1) .

pro

w(a1) = w(a2) = 1.

To znamená, že

e′P(d) = pd(a1 → a2) + pd(a2 → a1) .

Optimálnı́ rozhodovacı́ funkce je (dle Tvrzenı́):

d(r) =

 a1 když P(r | a1) > P(r | a2)

a2 když P(r | a1) < P(r | a2)
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Bayesovsky optimálnı́ rozhodovacı́ funkce

minimalizuje

S(d) = w(a1) · pd(a1 → a2) + w(a2) · pd(a2 → a1) .

pro

w(a1) = P(a1), w(a2) = P(a2).

To znamená, že

eP(d) = P(a1) · pd(a1 → a2) + P(a2) · pd(a2 → a1) .

Optimálnı́ rozhodovacı́ funkce je (dle Tvrzenı́):

d(r) =

 a1 když P(a1) · P(r | a1) > P(a2) · P(r | a2)

a2 když P(a1) · P(r | a1) < P(a2) · P(r | a2)
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Přı́klad z minulého týdne

Pravděpodobnostnı́ distribuce P(Q1, Q2, A)

Q1 = 0 Q1 = 1

Q2 = 0 Q2 = 1 Q2 = 0 Q2 = 1

A = a1 0 0.1 0.2 0.1

A = a2 0.2 0.1 0.1 0.2
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(Q1, Q2) P(Q1, Q2 | A = a1) P(Q1, Q2 | A = a2)

(0, 0) 0 1
3

(0, 1) 1
4

1
6

(1, 0) 1
2

1
6

(1, 1) 1
4

1
3
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1
6

d(1, 1) = a2

d(1, 0) = a2

d(0, 1) = a2

d(0, 0) = a2

chyby

1
2

1
4

3
4

0

1

1
3

2
3

3
4 1 3

2 2 3 w(a2)
w(a1)

pd(a1 → a2)

pd(a2 → a1)
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chyby

3
2

1
2

1

1
4

3
4

0

1

1
3

2
3

3
4 2 3 w(a2)

w(a1)

pd(a2 → a1)

1
6

w(a1) = 1, w(a2) = 1

pd(a1 → a2)

e′p(d)
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chyby

3
2

1
2

w(a1) = P(a1), w(a2) = P(a2)

1
4

3
4

0

1

1
3

2
3

3
4 1 2 3 w(a2)

w(a1)

pd(a1 → a2)

pd(a2 → a1)

1
6

ep(d)
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