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Značenı́

Předpokládáme vektor vstupů (atributů) X = (X1, . . . , Xp).

Snažı́me se predikovat výstup Y nabývajı́cı́ch hodnot 1, . . . , K.
Náš prediktor označı́me G.

Jinými slovy:
našı́m cı́lem je klasifikovat objekt popsaný atributy do jedné z K třı́d.

P(G = k|X = x) značı́ pravděpodobnost, že objekt popsaný
vektorem atributů x patřı́ do třı́dy k.
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Model logistické regrese

Logistická funkce

logit P(G = k|X = x) = log
P(G = k|X = x)

1 − ∑K−1
`=1 P(G = `|X = x)

Logistická regrese

logit P(G = 1|X = x) = β1,0 + βT
1 x

logit P(G = 2|X = x) = β2,0 + βT
2 x

. . .

logit P(G = K − 1|X = x) = βK−1,0 + βT
K−1x

kde θ = (β1,0, β1, . . . , βK−1,0, βK−1) jsou parametry modelu.
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Z předchozı́ho plyne, že

P(G = 1|X = x) =
exp(β1,0 + βT

1 x)
1 + ∑K−1

`=1 exp(β`,0 + βT
` x)

P(G = 2|X = x) =
exp(β2,0 + βT

2 x)
1 + ∑K−1

`=1 exp(β`,0 + βT
` x)

. . .

P(G = K − 1|X = x) =
exp(βK−1,0 + βT

K−1x)

1 + ∑K−1
`=1 exp(β`,0 + βT

` x)

P(G = K|X = x) =
1

1 + ∑K−1
`=1 exp(β`,0 + βT

` x)

Označı́me

P(G = k|X = x) = pk(x,θ)
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Maximálně věrohodný odhad

Předpokládejme data:

(x1, g1) = ((x1,1, . . . , x1,p), g1)

(x2, g2) = ((x2,1, . . . , x2,p), g2)

. . .

(xN , gN) = ((xN,1, . . . , xN,p), gN)

maximálně věrohodný odhad parametů modelu θ pro pozorovaná
data maximalizuje

`(θ) =
N

∑
i=1

log pgi (xi ,θ) =
N

∑
i=1

log P(G = gi|X = xi)
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Model logistické regrese pro K = 2

Logistická regrese je pak definována jednou rovnicı́

logit p1(xi ,θ) = β1,0 + βT
1 xi

což zjednodušı́me zavedenı́m β = (β1,0, βT
1 ) a xi = (1, xi,1, . . . , xi,p)

a p1(xi ,θ) = p(xi , β) na

logit p(xi , β) = βTxi

Zakódujeme dvě hodnoty G pomocı́ y nabývajı́cı́ch hodnot 0 (pro
G = 1) a 1 (pro G = 2) pak pro logaritmickou věrohodnostnı́ funkci
můžeme psát

`(β) =
N

∑
i=1

yi log p(xi , β) + (1 − yi) log(1 − p(xi , β))
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Použijeme-li vztah p(xi , β) = exp(βT xi)
1+exp(βT xi)

dostaneme

`(β) =
N

∑
i=1

(
yi log

exp(βTxi)
1 + exp(βTxi)

+ (1 − yi) log
(

1 − exp(βTxi)
1 + exp(βTxi)

))

=
N

∑
i=1

(
yi log

exp(βTxi)
1 + exp(βTxi)

+ (1 − yi) log
1

1 + exp(βTxi)

)

=
N

∑
i=1

(
yiβ

Txi − log(1 + exp(βTxi))
)

Chceme-li maximalizovat logaritmickou věrohodnostnı́ funkci,
požadujeme aby jejı́ parciálnı́ derivace byly nulové

∂`(β)
∂β

=
N

∑
i=1

(
yixi −

xi exp(βTxi)
1 + exp(βTxi)

)
=

N

∑
i=1

xi(yi − p(xi , β)) = 0

což je p + 1 nelineárnı́ch rovnic. Pro vyřešenı́ úlohy můžeme použı́t
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Newtonovu numerickou metodu, která vyžaduje Hessovu matici

∂2`(β)
∂β∂βT = −

N

∑
i=1

xi ·
∂

∂β
p(xi , β) = −

N

∑
i=1

xi ·
∂

∂β

(
exp(βTxi)

1 + exp(βTxi)

)

= −
N

∑
i=1

xixT
i · exp(βTxi)(1 + exp(βTxi)) − exp(βTxi)2

(1 + exp(βTxi))2

= −
N

∑
i=1

xixT
i · p(xi , β)(1 − p(xi , β))

Je-li βold stará hodnota, novou hodnotu spočteme jako

βnew = βold −
(

∂2`(β)
∂β∂βT

)−1 ∂`(β)
∂β
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Použijeme maticový zápis:

y = (y1, . . . , yN)T

X =


1 x1,1 . . . x1,p

1 x2,1 . . . x2,p

. . .

1 xN,1 . . . xN,p


p = (p(x1, βold), . . . , p(xN , βold))T

W =


p(x1, βold)(1 − p(x1, βold)) 0 . . . 0

0 p(x2, βold)(1 − p(x2, βold)) 0 . . .

. . .

0 . . . 0 p(xN , βold)(1 − p(xN , βold))


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Jeden krok Newtonova algoritmu je

βnew = βold − (XTWX)−1XT(y − p)

= (XTWX)−1XTW(Xβold + W−1(y − p))

= (XTWX)−1XTWz

kde z = Xβold + W−1(y − p).

Tato formulace jednoho kroku algoritmu odpovı́dá úloze vážených
nejmenšı́ch čtverců, nebot’ jeden krok algoritmu odpovı́dá

βnew = arg min
β

(z − Xβ)TW(z − Xβ)

Celý algoritmus tak odpovı́dá metodě iterativně vážených
nejmenšı́ch čtverců - iteratively reweighted least squares (IRLS).
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